Rozdzial 2

Roéwnania rézniczkowe zwyczajne pierwszego
rzedu

2.1. Wstep

Definicja 2.1. Niech F' bedzie funkcja trzech zmiennych. Réwnaniem roz-
niczkowym zwyczajnym pierwszego rzedu nazywamy réwnanie postaci

F(z,y,y') =0. (2.1)

Rozwigzaniem (calkq réwnania (2.1)) nazywamy kazda funkcje rézniczkowalna
y = y (z) spelniajaca to réwnanie dla x nalezacego do pewnego przedziatu (a,b).
Wykres funkcji y = y(x) nazywamy krzywe calkowg réwnania (2.1). Rozwig-
zaniem ogélnym (calkq ogdlng) réwnania (2.1) nazywamy rodzine funkcji y =
y (x,C) zalezna od parametru C nalezacego do pewnego przedzialu. Rozwigza-
niem osobliwym (calkq osobliwg) réwnania (2.1) nazywamy takie rozwiazanie tego
rownania, ktorego nie da sie otrzymaé z rozwigzania ogdlnego dla zadnej war-
tosci parametru C. Zagadnieniem poczgtkowym (lub zagadnieniem Cauchy’ego)
dla réwnania (2.1) nazywamy problem wyznaczenia rozwiazania tego réwnania
spelniajacego tzw. warunek poczgtkowy y (xo) = yo, gdzie xg € (a,b), czyli pro-
blem wyznaczenia takiej krzywej catkowej, ktérej wykres przechodzi przez punkt
(z0,90) € R?.

Definicja 2.2. Réwnaniem réziniczkowym zwyczajnym pierwszego rzedu 10z-
wiklanym wzgledem ' nazywamy réwnanie postaci

y' = f(z,y), (2.2)
gdzie f jest funkcja dwoch zmiennych.
Roéwnanie (2.2) bedziemy dalej zapisywali zwykle w postaci

dy _

dx—f(%y)-

Przyktad 2.3 (Réwnanie wzrostu lub spadku). Zal6zmy, ze zmiana war-
tosci funkeji y = y(x) (przyrost lub spadek) w stosunku do zmiany argumentu
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A
x jest wprost proporcjonalna do jej wartosci y () w punkcie z, czyli =9 ky,

Ax
gdzie Ay = y (x + Az)—y (z). Przechodzac do granicy przy Az — 0 otrzymujemy

rownanie rézniczkowe
dy
i
Dla k£ > 0 jest to rownanie wzrostu, a dla k < 0 — rownanie spadku. Catka ogdlng
réwnania jest funkcja y = Ce*®. Dla réznych wartoéci statej C otrzymujemy rézne
rozwigzania tego réwnania. Jesli przyjmiemy na przykitad warunek poczatkowy
y(0) = 2, to z réwnoéci y (0) = Cef¥ = C wynika, ze C = 2, zatem funkcja

ky.

y = 2e* jest jedynym rozwiazaniem réwnania d—y = ky spekliajacym warunek
x

poczatkowy y (0) = 2.

Przyklad 2.4 (Ciagla zmiana kapitalu przy stalej stopie procen-
towej). Zalézmy, ze bank w ciagu roku stosuje oprocentowanie ciagle ze stopa
procentowa . Mozemy przyjac, ze stopa procentowa pewnego krétkiego okresu At
jest rowna rAt. Jesli w chwili ¢ kapital jest rowny K (t), woéwczas odsetki za okres
(t,t+ At) wynosza rAtK (t) i kapital w chwili ¢ + At jest rowny K (t) + K (t)rAt.
Stad mamy réownanie K (¢t + At) = K(t) + rAtK(t), czyli

K(t + At) — K(t)
At

=rK(t).

Przechodzac do granicy przy At — 0 otrzymujemy réwnanie rozniczkowe K'(t) =
=rK(t).

Przyklad 2.5 (Ciggla zmiana kapitalu przy zmiennej stopie pro-
centowej). Zalézmy, ze stopa procentowa jest zmienna w czasie i w chwili ¢
wynosi r(t), gdzie r(t) jest funkcja ciagla. Rozumujac podobnie jak w poprzed-
nim przykladzie, otrzymujemy, ze funkcja K(t) spelnia réwnanie rézniczkowe
K'(t) =r(t)K(t).

Réwnanie rézniczkowe (2.2) z warunkiem poczatkowym y(xg) = yo mozemy
przeksztalci¢ do réwnowaznej postaci catkowej
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Rozwiazanie réwnania (2.2) z warunkiem poczatkowym y(zg) = yo jest zatem
punktem stalym pewnego odwzorowania okre$lonego na przestrzeni funkcji cia-
glych.
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Twierdzenie 2.6. Jesli funkcja f : (a,b) x (c,d) — R jest ciggla i spelnia
warunek

VA A f@y) — faye)| < Ly — e

L>0 z€(a,b) y1,y2€(c,d)
(warunek Lipschitza), to dla dowolnego punktu xo € (a,b):
a) istnieje taki przedzial (xo —e,x0 +¢€) C (a,b), Ze odwzorowanie

TZC(<$0—5,$0—|—€>,R) —>C(<x0_53$0+5>7R)

okreslone wzorem

T(y)(x) = o + / CF(t ()t

jest odwzorowaniem zwezajgcym;
b) réwnanie rézniczkowe y' = f(x,y) z warunkiem poczgtkowym y(xg) = yo
ma dokladnie jedno rozwigzanie okreslone w (xg — €,xo + €).

Whniosek 2.1. Jesli funkcja f i jej pochodna czgstkowa fg’/ sq ciggle w pewnym
otoczeniu (xo,yo), to istnieje takie otoczenie (rg — €,xg + €) punktu xo, w kto-
rym okreslona jest dokladnie jedna funkcja rézniczkowalna y =y (x) spelniajgca

d
warunki % = f(z,y) iy(z0) = %o.

Z wniosku (2.1) wynika, ze jesli funkcje f i f, sa ciagle, to przez punkt (xo, yo)
przechodzi doktadnie jedna krzywa catkowa.

Przyklad 2.7. Wyznaczymy metoda kolejnych przyblizen rozwiazanie réw-

nania rézniczkowego d—y = y spelniajacego warunek poczatkowy y(0) = 1.
x

d
Rozwigzanie. Rozpatrujemy réwnanie rézniczkowe postaci d—y = f(z,y), gdzie
x

f(z,y) =y, z warunkiem poczatkowym y(0) = 1. Odwzorowanie zwezajace jest
okreslone wzorem

T(y)(x) =1+ /0 “y(tydt,

a w konsekwencji ciag (y,) zbiezny do rozwiazania réwnania rézniczkowego spel-
nia warunki:

Yo(z) =1,

Yn(x) =1 +/ Yn—1(t)dt dla n > 1.
0
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Mamy zatem:

Yo(z) =1,

x
yl(a:):1+/ 1dt =1+ z,
0

€T
ya() 1+/ (L+t)dt =1+ + 327,
0

€T
yg(x)_1+/0 (1414382 dt =1+ 2+ 2%+ 1o,
yn(aj):1+x+'--+%x".

Zauwazmy, ze y,(x) — e® jednostajnie w R, czyli rozwigzaniem zagadnienia
Cauchy’ego jest funkcja y(z) = €.

Przyktad 2.8. Wyznaczymy metoda kolejnych przyblizen rozwiazanie réw-
nania rézniczkowego d—y = 2zy z warunkiem poczatkowym y(0) = 1.
x

Rozwigzanie. W rozwazanym przykladzie mamy f(x,y) = 2zy, stad:

yo(z) =1,
xX

yi(x) =1 +/ odt = 1+ 22,
0

xT
y2(2) =1 +/0 2t(1 +%)dt = 1 + 2* + 2.

Ogélnie y,(z) = 1+ 2% + - + L2 oraz y,(z) — ¢*” jednostajnie w R.

Zadania

2.1. Sprawdzié, czy funkcja y = —

71 jest rozwigzaniem réwnania réznicz-
‘fr‘ —

d
kowego Y _ Ty
dx

CcCos T

2.2. Sprawdzi¢, czy funkcja y = 2e~
dy :
kowego — = ysinx.
dx

jest rozwigzaniem réwnania réznicz-

2.3. Sprawdzié, czy funkcja y = 5e”° 1 4 2z spelnia réwnanie rézniczkowe
d
e =2y — 4a? + 2.
dx
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2.4. Sprawdzi¢, czy funkcja y = —2e3®Hl _ 4 spelnia réwnanie rézniczkowe
dy _ o 2
— =x%y +4z°.
dx

2.5. Sprawdzi¢, czy funkcja y = 2e”° L — 4z spelnia réwnanie rézniczkowe
d
el = 2xy + 82? — 4.
dx

2.6. Sprawdzi¢, czy funkcja y = C(z —2) — 1 jest rozwiazaniem ogdlnym
réwnania rézniczkowego:
d 1 d
WYLy
de x—2 de y

d
2.7. Wyznaczy¢ rozwigzanie réwnania wzrostu d—y = 3y spelniajace warunek
x

poczatkowy:

a)y(—1) =3,

b) y (1) =4,

c)y(2) =1

. L . dy .

2.8. Wyznaczy¢ rozwiazanie réwnania spadku e —4y spelniajace warunek
poczatkowy:

a)y(-1) =1,

b) y(1) =2,

c)y(2)=3.

2.9. Wyznaczy¢ metoda kolejnych przyblizen rozwiazanie rownania réznicz-

d
kowego d—y = x + y spelniajacego warunek poczatkowy y(0) = 0.
x

2.2. Réwnania o zmiennych rozdzielonych

Definicja 2.9. Réwnaniem rézniczkowym o zmiennych rozdzielonych nazy-
wamy réwnanie postaci
dy
— =q(z . 2.3
7, — 4@)p) (2.3)
Twierdzenie 2.10. Jesli funkcja q (x) jest ciggla w pewnym otoczeniu xy,
funkcja p(y) jest ciggla w pewnym otoczeniu yo @ p(yo) # 0, to istnieje ta-
kie otoczenie punktu (xo,y0), Ze réwnanie (2.3) ma dokladnie jedno rozwigzanie
y =y (x) spelniajace warunek poczgtkowy y (zo) = yo.

Roéwnanie o zmiennych rozdzielonych rozwigzujemy nastepujaco. Sprawdzamy
najpierw, czy warunek p(y) = 0 wyznacza rozwiazanie réwnania (2.3). Nastepnie
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