Rozdzial 2

Rownania rézniczkowe II-go rzedu

2.1. Pojecie réwnania rézniczkowego II-go rzedu i jego rozwigzania

Definicja 2.1.

a) Réwnanie rézniczkowe II-go rzedu jest to réwnanie postaci
F(xy,y,y")=0 (2.1)
lub
y'=f(xy.y) (2.2)

wyrazajace zwiazek miedzy szukana funkcja y(x), a jej pochodnymi y'(x) i 3" (x)
oraz zmienna niezalezna. Zwiazek ten jest wiadomy (wyraza go symbol F', wzgled-
nie f) a niewiadomg jest zaleznos¢ y od x. Postaé (2.2) nazywamy postacig nor-
malng.

Definicja 2.2. Rozwiazaniem, czyli catka réwnania (2.2) nazywamy kazda funk-
cje
y = p(x) (2.3)

ktéra w pewnym przedziale I ma pierwsza i druga pochodna i spetnia réwnanie

o'(@) = f(z, p(z), ¢'(x)), wel (2.4)

b) Rozwiazaniem ogélnym, czyli catka ogdlng réwnania (2.2) nazywamy wy-
razenie

y=¢(x, A B) (2.5)

ktore, przy kazdej ustalonej parze wartosci A, B wybranych dowolnie z pewnych
przedziatéw, jest rozwiazaniem (catka) réwnania (2.2).

Calka ogdlna jest dwuparametrowa rodzing catek danego réwnania. Funk-
cje postaci (2.3) dla odréznienia od catki ogélnej bedziemy nazywali catkamsi
szezegolnymi.
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Warunki poczatkowe
Warunki poczatkowe dla réwnania II-go rzedu polegaja na podaniu trzech
liczb:
Lo, Yo, y6 (26)

i zadaniu, aby dla @ = xy pewna calka szczegdlna tego réwnania y = p(x)
przyjmowata wartosci yg i aby jednocze$nie jej pochodna miata wartosé y;

plxo) =yo ¥ (x0) =0 (2.7)

Calke taka tatwo wyznaczy¢, jesli znana jest catka ogdlna (2.4). Wystarczy wsta-
wi¢ warto$é¢ (2.7) dana w warunkach poczatkowych do calki ogdlnej oraz do
zwiazku otrzymanego z catki ogélnej poprzez zrézniczkowanie jej wzgledem x i z
otrzymanych w ten sposéb réwnan

Yo = ¢($07 Av B)
y6 = ¢I (x07 A7 B)
wyznaczy¢ odpowiednig warto$¢ parametrow A i B. Oznaczymy te wartosci przez
Ag 1 Byp.
Jedli teraz w calce ogdlnej (2.5) podstawimy A = Ay, B = By to otrzymamy
catke szczegdlng,

(2.8)

y = ¢ (x, Ao, By) (2.9)
spetniajace dane warunki poczatkowe.

Uwaga 2.1. Geometrycznie oznacza to, ze z nieskonczenie wielu krzywych cal-
kowych przechodzacych przez punkt (xg,yo) wybieramy ta, ktérej styczna ma
nachylenie o do osi Ox okreslone zwiazkiem

tga =y,

Rys 2.1
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Warunki brzegowe

Warunki brzegowe dla réwnania II-go rzedu polegaja na podaniu dwéch
punktéw (xo,y0) i (21, y1) i zadaniu, aby pewna krzywa catkowa przechodzilta
przez te punkty.

2.2. Rownania rézniczkowe drugiego rzedu sprowadzalne do rownan
rozniczkowych pierwszego rzedu

Calkowanie réwnan rézniczkowych Il-go rzedu jest znacznie trudniejsze od
catkowania réwnan rézniczkowych I-go rzedu. W tabeli podamy typy réwnan
rézniczkowych Il-go rzedu, ktére daja sie sprowadzi¢ do réwnan I-go rzedu.

Typ Przyktad Cecha Podstawienie
y' = u(x)
F(z,y,y")=0 |y'a3 +y'z? =1 brak y L
y'=u
y' = u(y)
Fly,y',y") =0 |2y = (y—1)y" brak = , du, du
= — = —u
dy Y dy
1oy : *)
F(z,y,y",y") =0 ' — g =0 jednorodne Y= eZ(w)**)
jednorodne wzgledem y,y’,y”’

*) Jednorodne wzgledem v, y’,y" lacznie — oznacza, ze kazdy wyraz jest tego samego stopnia
wzgledem y,y’,y" tacznie

**) Podstawienie y = eZ(*) prowadzi do réwnania rézniczkowego II-go rzedu o niewiadomej
Z(z) postaci F(z,Z'(z), Z"(x)) = 0, gdzie brak jest Z. Dalej podstawiajac

Z'(z) = u(z), 2" (z) = v/ () otrzymujemy réwnanie I-go rzedu.

Przyktad 2.1.
Rozwiazaé¢ réwnanie rézniczkowe a) vy = xy/', b) yy" = 2y"

Rozwigzanie:
a) Podstawiamy

czyli
u=x-u
Zatem
du
TU = —
dx
Rozdzielajac zmienne mamy:
du
— =xdx
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Catkujac dostajemy

d
/—u:/xdx
U

czyli
2
1 =— 41
n |ul 5 +1Inc
Zatem )
w=Ce™~
22
dy =Ce = dx
22
Yy = C/erx +A
Odpowiedz.

y:c/e%dx+A

b) Podstawiamy
Mamy

Rozdzielajac zmienne otrzymamy

du _,dy

Calkujac obustronnie dostajemy

d d
du _, [dy
u Y
czyli
In|u| =2In|y| + ¢
Zatem

w=Cy? gdzie C=¢°

Wracajac do podstawienia otrzymujemy

dy 2
7 —_C
dx y
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dy

— =Cdzx
e

Zatem d
Y_c / dz
Y

czyli
1

——=Cx+D

)

Ostatecznie mamy

1
Yy = —m gdzie C, D — stale
Odpowiedz.
Rozwiazanie ma postaé
1
V=70 +D
C.O.R.
2.3. Rownanie rézniczkowe zwyczajne liniowe II-go rzedu
Definicja 2.3. Réwnanie rézniczkowe liniowe II-go rzedu ma postac
v +p@)y +a(@)y = f(x) (2.10)
gdzie: ¥ — oznacza zmienng niezalezna, y = y(x) — jest szukana funkcja nie-
wiadoma; p(z),q(x), f(x) — sa funkcjami wiadomymi okreslonymi i ciagltymi

w przedziale X.
Jezeli funkcja f(x) nie jest tozsamosciowo réwna 0, to réwnanie (2.10) nazywamy
réwnaniem niejednorodnym (RN). Jezeli prawa strona f(x) réwnania (2.10) jest
tozsamosciowo réwna zeru, to réwnanie (2.10) nazywamy réwnaniem jednorod-
nym (RJ).

Réwnanie (2.10) mozemy rozwiaza¢ elementarnie, jesli znamy catke ogélna
odpowiedniego réwnania jednorodnego.

Réwnanie (2.10) mozna rozwiazaé elementarnie gdy wspoétczynniki p i ¢
sa state, w przeciwnym wypadku réwnanie to na ogét nie daje sie rozwiazac
elementarnie.

Twierdzenie 2.1. (Wlasnosci rozwiazan R.J)
a) Jesli funkcja yi(x) jest catka RJ, to wyrazenie Cy(x) jest catka RJ (gdzie
C — dowolna stata).
b) Jesli yy(x) 1 y2(x) sa calkami réwnania jednorodnego R.J, to

Ciy1 + Cays

jest tez catka réwnania jednorodnego R.J.



2.8. Rownanie rézniczkowe zwyczajne lintowe II-go rzedu 35

Definicja 2.4. Dwie caltki y; i y2 RJ nazywamy:
a) liniowo zaleznymi w przedziale (a, b), gdy istnieja state C i C5 nie wszystkie
réwne zeru, takie, ze
Ciy1 + Coy2 =0

b) liniowo niezaleznymi w przedziale (a,b), gdy z réwnosci:
Ciyr + Coy2 =0

wynika, ze C; =0 oraz Cy =0
c¢) o catkach y1, yo liniowo niezaleznych w przedziale (a,b) méwimy, ze tworza
uktad podstawowy catek.

Twierdzenie 2.2. Calki y,,ys réwnania jednorodnego (RJ) sa liniowo nieza-
lezne w przedziale (a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik Wronskiego jest
rézny od zera w przedziale (a,b) tzn

Y Y2
! /

W (y1, =
(1, 42) Y1 Ys

#0 dla Vz € (a,b)

Dowdéd.

Koniecznos¢:

Niech y1, y2 beda catkami RJ liniowo niezaleznymi tzn. z réwnosci Ciy; +Cays =0
Wynika, 7e Cl =0i CQ =0.

Rézniczkujac réwnosé Cry; + Coys = 0 mamy:

Ciy1 + Cayz =0
Ciyy 4+ Cayy =0

Zatem uktad ten posiada tylko rozwiazanie zerowe; wyznacznik musi byé rézny
od zera.
Dostateczno$é¢ warunku
Jezeli W # 0, to y1, yo sa catkami RJ liniowo niezaleznymi.
Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Niech vy, y» beda catkami liniowo
zaleznymi tzn.
Cry1 + Cay2 =0
{ Chyt + Cayly =0

Powyzszy uktad ma rozwigzanie niezerowe tzn. W = 0, a to jest sprzeczne z za-
tozeniem.
Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi teze twierdzenia.

Twierdzenie 2.3. Jezeli catki yy,ys rownania jednorodnego sa niezalezne
w przedziale (a,b) to catka ogdlna réwnania jednorodnego wyraza si¢ wzorem

y = Cry1 + Cays
C.O.R.J.
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Twierdzenie 2.4. Jezeli mamy rézna od zera catke szczegélne RJ, to metoda
uzmienniania statej mozemy wyznaczy¢ catke ogélna tego réwnania.

Dowdéd.
Zalozymy, ze funkcja

y1(z)

jest znana niezerowa catka RJ. Jej iloczyn przez dowolng stata C jest tez caltka
ale para catek

y1(z), Cyi(x)

nie tworzy ukladu podstawowego. Wobec tego sprébujemy uzmiennié stata tj.
zastapi¢ ja funkcja C'(x) tak dobrana, aby iloczyn

C(x)y(x) (2.11)

byt catka RJ i tak, aby para catek

(),  Cla)y(x) (2.12)

tworzyta uktad liniowo niezalezny (tzn. uktad podstawowy).
Aby wyznaczyé¢ C(x) podstawiamy wyrazenie (2.11) oraz jego pierwsza
i druga pochodna do RJ. Po redukcji otrzymujemy

- p(z) (2.13)

czyli po scatkowaniu dostajemy

C(x) :/de

yi(x)

Zatem, mamy

e

n@) =n(@) |4+ [ yf;; ] (2.14)

gdzie P(x) — jest funkcja pierwotna funkcji p(zx).





