
Rozdzia� �

R�wnania r��niczkowe II�go rz�du

���� Poj�cie r�wnania r��niczkowego II	go rz�du i jego rozwi�zania

De�nicja ����
a� R�wnanie r��niczkowe II�go rz	du jest to r�wnanie postaci

F �x� y� y�� y��� � � �����

lub

y�� � f �x� y� y�� �����

wyra�aj
ce zwi
zek mi	dzy szukan
 funkcj
 y�x�� a jej pochodnymi y��x� i y���x�
oraz zmienn
 niezale�n
� Zwi
zek ten jest wiadomy �wyra�a go symbol F � wzgl	d�
nie f� a niewiadom� jest zale�no�� y od x� Posta� ����� nazywamy postaci� nor

maln��

De�nicja ���� Rozwi
zaniem� czyli ca�k
 r�wnania ����� nazywamy ka�d
 funk�
cj	

y � ��x� �����

kt�ra w pewnym przedziale I ma pierwsz
 i drug
 pochodn
 i spe�nia r�wnanie

����x� � f �x� ��x�� ���x�� � x � I �����

b� Rozwi
zaniem og�lnym� czyli ca�k
 og�ln
 r�wnania ����� nazywamy wy�
ra�enie

y � � �x�A�B� �����

kt�re� przy ka�dej ustalonej parze warto�ci A�B wybranych dowolnie z pewnych
przedzia��w� jest rozwi
zaniem �ca�k
� r�wnania ������

Ca�ka og�lna jest dwuparametrow
 rodzin
 ca�ek danego r�wnania� Funk�
cje postaci ����� dla odr��nienia od ca�ki og�lnej b	dziemy nazywali ca�kami
szczeg�lnymi�
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���� Poj�cie r�wnania r��niczkowego II
go rz�du i jego rozwi�zania ��

Warunki pocz�tkowe

Warunki pocz
tkowe dla r�wnania II�go rz	du polegaj
 na podaniu trzech
liczb�

x�� y�� y
�
� �����

i �
daniu� aby dla x � x� pewna ca�ka szczeg�lna tego r�wnania y � ��x�
przyjmowa�a warto�ci y� i aby jednocze�nie jej pochodna mia�a warto�� y��

� �x�� � y� �� �x�� � y�� �����

Ca�k	 tak
 �atwo wyznaczy�� je�li znana jest ca�ka og�lna ������ Wystarczy wsta�
wi� warto�� ����� dan
 w warunkach pocz
tkowych do ca�ki og�lnej oraz do
zwi
zku otrzymanego z ca�ki og�lnej poprzez zr��niczkowanie jej wzgl	dem x i z
otrzymanych w ten spos�b r�wna�

y� � � �x�� A� B�

y�� � �� �x�� A� B�
���
�

wyznaczy� odpowiedni
 warto�� parametr�wA i B� Oznaczymy te warto�ci przez
A� i B��

Je�li teraz w ca�ce og�lnej ����� podstawimy A � A�� B � B� to otrzymamy
ca�k	 szczeg�ln


y � � �x�A�� B�� �����

spe�niaj
ce dane warunki pocz
tkowe�

Uwaga ���� Geometrycznie oznacza to� �e z niesko�czenie wielu krzywych ca��
kowych przechodz
cych przez punkt �x�� y�� wybieramy t
� kt�rej styczna ma
nachylenie � do osi Ox okre�lone zwi
zkiem

tg� � y��

Rys ���
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�� ���� R�wnania r��niczkowe drugiego rz�du sprowadzone do r�wna
 ���

Warunki brzegowe

Warunki brzegowe dla r�wnania II�go rz	du polegaj
 na podaniu dw�ch
punkt�w �x�� y�� i �x�� y�� i �
daniu� aby pewna krzywa ca�kowa przechodzi�a
przez te punkty�

���� R�wnania r��niczkowe drugiego rz�du sprowadzalne do r�wna�
r��niczkowych pierwszego rz�du

Ca�kowanie r�wna� r��niczkowych II�go rz	du jest znacznie trudniejsze od
ca�kowania r�wna� r��niczkowych I�go rz	du� W tabeli podamy typy r�wna�
r��niczkowych II�go rz	du� kt�re daj
 si	 sprowadzi� do r�wna� I�go rz	du�

Typ Przyk�ad Cecha Podstawienie

F 	x� y�� y��
 � � y��x� � y�x� � � brak y
y� � u	x


y�� � u�

F 	y� y�� y��
 � � �y�� � 	y � �
y�� brak x

y� � u	y


y�� �
du

dy
y� �

du

dy
u

F 	x� y� y�� y��
 � �

jednorodne
yy�� � y�� � �

jednorodne��

wzgl�dem y� y�� y��
y � eZ�x�

���

�� Jednorodne wzgl�dem y� y�� y�� ��cznie 
 oznacza� �e ka�dy wyraz jest tego samego stopnia

wzgl�dem y� y�� y�� ��cznie
��� Podstawienie y � eZ�x� prowadzi do r�wnania r��niczkowego II�go rz�du o niewiadomej

Z	x
 postaci F 	x�Z�	x
� Z��	x

 � �� gdzie brak jest Z� Dalej podstawiaj�c

Z�	x
 � u	x
� Z��	x
 � u�	x
 otrzymujemy r�wnanie I�go rz�du�

Przyk�ad ����
Rozwi
za� r�wnanie r��niczkowe a� y�� � xy�� b� yy�� � �y��

Rozwi�zanie

a� Podstawiamy

y� � u� y�� � u�

czyli
u� � x � u

Zatem

xu �
du
dx

Rozdzielaj
c zmienne mamy�

du
u
� xdx
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���� R�wnania r��niczkowe drugiego rz�du sprowadzone do r�wna
 ��� ��

Ca�kuj
c dostajemy Z
du
u
�
Z
xdx

czyli

ln juj � x�

�
! ln c

Zatem
u � Ce

x�

�

dy � Ce
x�

� dx

y � C

Z
e
x�

� dx!A

Odpowied��

y � C

Z
e
x�

� dx! A

b� Podstawiamy

y� � u�y�� y�� � u
du
dy

Mamy

yu
du
dy

� �u�

Rozdzielaj
c zmienne otrzymamy

du
u
� �

dy
y

Ca�kuj
c obustronnie dostajemyZ
du
u
� �

Z
dy
y

czyli
ln juj � � ln jyj! c

Zatem
u � Cy�� gdzie C � ec

Wracaj
c do podstawienia otrzymujemy

dy
dx

� Cy�
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�� ���� R�wnanie r��niczkowe zwyczajne liniowe II
go rz�du

dy
y�

� Cdx

Zatem Z
dy
y�

� C

Z
dx

czyli

��
y
� Cx!D

Ostatecznie mamy

y � � �
Cx!D

gdzie C�D " sta�e

Odpowied��
Rozwi
zanie ma posta�

y � � �
Cx!D

C�O�R�

���� R�wnanie r��niczkowe zwyczajne liniowe II	go rz�du

De�nicja ��	� R�wnanie r��niczkowe liniowe II�go rz	du ma posta�

y�� ! p�x�y� ! q�x�y � f�x� ������

gdzie� x " oznacza zmienn
 niezale�n
� y � y�x� " jest szukan
 funkcj
 nie�
wiadom
) p�x�� q�x�� f�x� " s
 funkcjami wiadomymi okre�lonymi i ci
g�ymi
w przedziale X�
Je�eli funkcja f�x� nie jest to�samo�ciowo r�wna �� to r�wnanie ������ nazywamy
r�wnaniem niejednorodnym �RN�� Je�eli prawa strona f�x� r�wnania ������ jest
to�samo�ciowo r�wna zeru� to r�wnanie ������ nazywamy r�wnaniem jednorod�
nym �RJ��

R�wnanie ������ mo�emy rozwi
za� elementarnie� je�li znamy ca�k	 og�ln

odpowiedniego r�wnania jednorodnego�

R�wnanie ������ mo�na rozwi
za� elementarnie gdy wsp��czynniki p i q
s
 sta�e� w przeciwnym wypadku r�wnanie to na og�� nie daje si	 rozwi
za�
elementarnie�

Twierdzenie ���� �W�asno�ci rozwi�za
 RJ	
a	 Je�li funkcja y��x� jest ca�k� RJ� to wyra�enie Cy��x� jest ca�k� RJ �gdzie

C � dowolna sta�a	�
b	 Je�li y��x� i y��x� s� ca�kami r�wnania jednorodnego RJ� to

C�y� ! C�y�

jest te� ca�k� r�wnania jednorodnego RJ�
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���� R�wnanie r��niczkowe zwyczajne liniowe II
go rz�du ��

De�nicja ��
� Dwie ca�ki y� i y� RJ nazywamy�
a� liniowo zale�nymi w przedziale �a� b�� gdy istniej
 sta�e C� i C� nie wszystkie

r�wne zeru� takie� �e
C�y� ! C�y� � �

b� liniowo niezale�nymi w przedziale �a� b�� gdy z r�wno�ci�

C�y� ! C�y� � �

wynika� �e C� � � oraz C� � �
c� o ca�kach y�� y� liniowo niezale�nych w przedziale �a� b� m�wimy� �e tworz


uk�ad podstawowy ca�ek�

Twierdzenie ���� Ca�ki y�� y� r�wnania jednorodnego �RJ	 s� liniowo nieza

le�ne w przedziale �a� b� wtedy i tylko wtedy� gdy wyznacznik Wro
skiego jest
r��ny od zera w przedziale �a� b� tzn

W �y�� y�� �

���� y� y�
y�� y��

���� �� � dla �x � �a� b�

Dow�d�
Konieczno���
Niech y�� y� b	d
 ca�kami RJ liniowo niezale�nymi tzn� z r�wno�ci C�y�!C�y���
wynika� �e C� � � i C� � ��
R��niczkuj
c r�wno�� C�y� ! C�y� � � mamy��

C�y� ! C�y� � �
C�y

�
� ! C�y

�
� � �

Zatem uk�ad ten posiada tylko rozwi
zanie zerowe) wyznacznik musi by� r��ny
od zera�
Dostateczno�� warunku

Je�eli W �� �� to y�� y� s
 ca�kami RJ liniowo niezale�nymi�
Dow�d przeprowadzimy metod
 nie wprost� Niech y�� y� b	d
 ca�kami liniowo
zale�nymi tzn� �

C�y� ! C�y� � �
C�y

�
� ! C�y

�
� � �

Powy�szy uk�ad ma rozwi
zanie niezerowe tzn� W � �� a to jest sprzeczne z za�
�o�eniem�

Uzyskana sprzeczno�� dowodzi tez	 twierdzenia�

Twierdzenie ��	� Je�eli ca�ki y�� y� r�wnania jednorodnego s� niezale�ne
w przedziale �a� b� to ca�ka og�lna r�wnania jednorodnego wyra�a si� wzorem

y � C�y� ! C�y�

C�O�R�J�
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�� ���� R�wnanie r��niczkowe zwyczajne liniowe II
go rz�du

Twierdzenie ��
� Je�eli mamy r��n� od zera ca�k� szczeg�ln� RJ� to metod�
uzmienniania sta�ej mo�emy wyznaczy� ca�k� og�ln� tego r�wnania�

Dow�d�
Zalo�ymy� �e funkcja

y��x�

jest znan
 niezerow
 ca�k
 RJ� Jej iloczyn przez dowoln
 sta�
 C jest te� ca�k

ale para ca�ek

y��x�� Cy��x�

nie tworzy uk�adu podstawowego� Wobec tego spr�bujemy uzmienni� sta�
 tj�
zast
pi� j
 funkcj
 C�x� tak dobran
� aby iloczyn

C�x�y��x� ������

by� ca�k
 RJ i tak� aby para ca�ek

y��x�� C�x�y��x� ������

tworzy�a uk�ad liniowo niezale�ny �tzn� uk�ad podstawowy��
Aby wyznaczy� C�x� podstawiamy wyra�enie ������ oraz jego pierwsz


i drug
 pochodn
 do RJ� Po redukcji otrzymujemy

C ���x�
C ��x�

� ��y
�
��x�
y��x�

� p�x� ������

czyli po sca�kowaniu dostajemy

C�x� �
Z

e�
R
p�x�dx

y���x�
dx

Zatem� mamy

y��x� � y��x�
	
A!B

Z
e�P �x�

y���x�
dx



������

gdzie P �x� " jest funkcj
 pierwotn
 funkcji p�x��
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