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L. Euler
Czes¢ IV. RACHUNEK ROZNICZKOWY
I CALKOWY
Rozdzial 1
Przestrzenie metryczne
1.1. Przestrzenie metryczne
Definicja 1.1.
1° Niech X bedzie niepustym zbiorem o elementach x,y, z, . ... Odwzorowanie:
0 XXX 3 (z,y) = olx,y) € Ry (1.1)

spelniajace warunki:

M1. Va,y e X olr,y) =0 2=y
M2. Vx,y e X o(z,y) = o(y, x) — wlasno$¢ symetrii
M3. Vz,y,z € X o(z,y) < o(x,z) + o(z,y) — nieréwnosé¢ tréjkata

nazywamy metryka (odlegtoscia) w zbiorze X.
2° Pare (X,p) nazywamy przestrzenia metryczna (krétko przestrzen me-
tryczng bedziemy oznaczaé p.m.).

Przyktad 1.1.

a) Zbiér liczb rzeczywistych X = R z metryka o(z,y) = |z — y| jest p.m.
z metryka naturalna.

b) Zbiér liczb zespolonych X = C z metryka o(21, 22) = |21 — 22/ jest p.m.

) Zbiér R? punktéw o = (21,29); ¥y = (y1,92) 7 metryka

1° o(x,y) = /(21 — y1)? + (22 — y2)? jest p.m. (patrz rys. 1.1)

2° Zbiér R? punktéw o = (21,22), y = (y1,y2) 7z metryka o1 (2,y) = |v1 —y1|+
|xa — ya| — jest p.m..

3° Zbior R* punktéw = = (r1,72), y = (y1,92) z metryka os(z,y) =
max;—i,2 |x; — y;| jest p.m.
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Przyktad 1.2.
W przestrzeni R® najczesciej wprowadza sie metryki nastepujace: dla punktéw
€T = (xla"'axn)v Y= (yla"'ayn) e R" mamy

1° Q(CL}?J) = \/(%1 _y1)2+---+(xn _yn)2
2° o1(r,y) = |z — w1+ ...+ |20 — yal

o] — PR .

3 02(z,y) = 12;2’;”% vil}

Uwaga 1.1. Przyktad metryki o(x,y) okresSlony w 1° odgrywa podstawowa
role. Pare (R", p) bedziemy dalej nazywaé n-wymiarowa przestrzenia kartezjan-
ska i oznacza¢ jako R*. Wykazemy, ze metryka o(x,y) dana wzorem 1° spelnia
aksjomaty metryki. Dla przyktadu wykazemy warunek M3. Skorzystamy tutaj
z nieréwnodci Schwartza postaci:

"

(zn:ailn)z < Zafzn:b? (1.5)
i=1 =1

=1
Mamy:

QQ(xay) = (@1 — y1>2 + ..o+ (20— yn)2 =
=(@1—2+2—y1)? 4. ..+ (T — Zn F 20— Yn)
= (CL’l — 21)2 + ... (CL’n — Zn)2 +2($1 — zl)(zl _y1> + ...
+2(mn - Zn)(zn - yn) + (Zl - yl)2 +...+ (Zn - yn)2 <

<oy —20)° 4 4 (2 — 20) 2+

+2/(x1 — 20)2 4+ oo F (T — 20)2V (21 = 91)2 + oo (20 — Y2+
(Zl - y1)2 +...+ (Zn - yn)2 = (Q(.%‘,Z) + Q(Z,y))2

2

Zatem
o(z,y) < o(w, 2) + o(z,y)
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Przyktad 1.3. (Przestrzen dyskretna)
Para (X, o) gdzie X jest dowolnym zbiorem # & oraz

0 dlax=
05 X X3 (o) = ole) = { ] T2 (16)

jest przestrzenia metryczna
Sprawdzamy, ze o zdefiniowane powyzej spetnia aksjomaty metryki
M1 o(z,y) =0 < x =y wynika 7 definicji
M2 o(z,y) = o(y,x) wynika z definicji.
M3 o(z,y) < o(x,2) + o(2,y)
Gdy 7 4y, to mamy 2 #yVz £ o zatem o(z,y) = 1 < o(w,2) + o(y, 2)
Gdy x = ¢, to mamy 0<0+1
Pare (X, ) nazywamy przestrzenia dyskretna.

Przyktad 1.4.
Para (IR, ¢) gdzie ¢ jest okreslona nastepujaco

0: RxR> (2,y) - olz,y) =|r+yleR

nie jest przestrzenia metryczna.

Dowaéd.
1° e+ y|=0= 2= —y zatem dla © # y mamy |z + y| =0
2° |z + y| = |y + | jest spelniona
ety >lr+zl+|y+z np.dlaz=5y=102=-9.
Zatem warunki M1 i M3 nie sa spelnione.
Przestrzen (R, o) z funkcja o(x,y) = |= + y| nie jest przestrzenia metryczna.

Definicja 1.2. Niech bedzie dana p.m. (X, g). Wéwczas
1° Kula otwarta o $rodku w punkcie ¢ i promieniu r nazywamy zbiér

B(zg,r) ={r e X : o(z,x9) <r} (1.7)

2° Kulg domknieta o $rodku w punkcie z¢ i promieniu 7 nazywamy zbiér

B(xzg,r)={r € X : o(x,x9) <1} (1.8)

3° Epsilonowym otoczeniem punktu xg nazywamy kule B(xg,¢)

Definicja 1.3. Punkt x € U C X nazywamy punktem wewnetrznym zbioru U,
jesli Ir > 0, takie ze B(x,r) C U.

Zbiér wszystkich punktéw wewnetrznych zbioru U nazywamy wnetrzem
zbioru U i oznaczamy symbolem IntU.
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Definicja 1.4. Punkt 2 € X nazywamy punktem brzegowym zbioru U C X
jeslidla Vr > 0 B(x,r)NU # @ # B(z,r)N (X \U).

Zbiér wszystkich punktéw brzegowych zbioru U nazywamy brzegiem zbioru
U i oznaczamy symbolem 0OU.

Definicja 1.5. Punkt x € X nazywamy punktem skupienia zbioru U C X, jesli
dla Vr > 0, (B(x,r)\{z}) NU # @

Zbiér wszystkich punktéw skupienia zbioru U oznaczamy symbolem UY.
Jezeli v € U\ U, to x nazywamy punktem izolowanym zbioru U.

Definicja 1.6. Zbiér U C X nazywamy zbiorem otwartym, jezeli kazdy punkt
x € U jest punktem wewnetrznym zbioru U.

Twierdzenie 1.1. JezeliU C X, to
1° IntU jest zbiorem otwartym

2° U jest zbiorem otwartym wtedy i tylko wtedy, gdy IntU = U.

Definicja 1.7. Zbiér U C X nazywamy zbiorem domknietym, jezeli X \ U jest
zbiorem otwartym.

Definicja 1.8. Domknigciem zbioru U C X nazywamy zbiér U U U? co ozna-
czamy jako U.

Twierdzenie 1.2. JezeliU C X to
1° Zbiér U jest zbiorem domknietym
2° Zbiér U jest domknietym wtedy i tylko wtedy gdy U = U.

Przyktad 1.5.
Kazdy przedzial (a,b) jest zbiorem otwartym w R, natomiast nie jest otwartym
w R?

Przyklad 1.6.
W p.m. dla metryk z przktadu 1.1

a) (R*,0)
b) (RQ ) Ql)a
c) (R?,03), narysowaé kule o $rodku w punkcie (1,2) i promieniu 1.
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Rozwigzanie:
a)

Przyktad 1.7.

A x,

B((0,0),1) = {x e R*:p(x,(0,0)) <1}

-1 1 ;1
-1
Rys. 1.2a
A x,
B((0,0).]) = {x eR*:p (x.,(0,0))<1}
-1 1 x'l
-1
Rys. 1.2b
A x,
| B((0,0).1) = {x eR*:p (x,(0,0)) <1}
-1 1 ;1
-1
Rys. 1.2¢

W przestrzeni (R, o) rozwazmy zbiér A postaci:

A:{I: nEN}
n
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1° Zbiér A nie jest otwarty, gdyz IntA = @.

2° Brzegiem zbioru A jest zbidr postaci 0A = AU {0}.

3° Zbiér punktéw skupienia zbioru A ma posta¢ A% = {0}.

4° Domkniecie zbioru A ma posta¢ A = A U {0}.

5° Zbidr A nie jest domkniety.

6° A\ A? = A — czyli wszystkie punkty zbioru A sa izolowane.

Przyktad 1.8.
W przestrzeni (R, 9) rozwazmy zbiér Q — zbiér liczb wymiernych
1° Mamy Q =R
2° IntQ = &
3° 00 = R
£ Q-QI=Q-R=0
Przyktad 1.9.
W przestrzeni (R?, o) rozwazamy zbiér A postaci

A= {(.fCl,.TCQ) eR?: T+ 29 < 1}
(patrz rys. 1.3)

X3

X tx,=1

Rys. 1.3

Mamy
1° A= 4
2° A= AUA% = A — czyli zbiér A jest domkniety
3° IntA = {(x1,m9) € R?: 2y + a9 < 1}
4° 9A = {(z1,22) ER* : 71 + 19 =1}
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Przyktad 1.10.
W przestrzeni (R?, o) rozwazmy zbiér

A:{(.’El,.’L‘Q)E]RQI T =1, xo =t+1, tE(O,l)}

Mamy
1° A= AuU{(0,1),(1,2)}
2° A= A4
3° IntA =@
4° 0A = A

Whniosek 1.1. Zbiér A nie jest ani otwarty ani domkniety.

Przyktad 1.11.
Znalez¢ punkt skupienia zbioru A =[0,1) U [2] C R.

Rozwigzanie:
Z rysunku (patrz rys. 1.4) wynika, ze A% = [0,1]

A
) R
0 1 2 R
Rys. 1.4

Odpowiedz.
A1 =10,1]

Whniosek 1.2. Zbiér A nie jest ani otwarty ani domkniety.

Definicja 1.9. Otoczeniem punktu a € X nazywamy dowolny zbiér otwarty
U C X, taki ze a jest punktem wewnetrznym w zbiorze U.
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 1.3. DlaVr >0iVa e X
1° kula B(a,r) jest zbiorem otwartym
2° kula domknieta B(a,r) jest zbiorem domknietym

Dowéd.
1° Dla Vx € B(a,r) istnieje 7y postaci

LY.}



206 1.1. Przestrzenie metryczne

taki ze B(x,r1) C B(a,r). Wobec tego € X jest punktem wewnetrznym

zbioru X (patrz rys. 1.6)

Rys. 1.5

2° Dowéd pomijamy
Mozna wykazaé prawdziwos$é nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1.4. Jezeli (X, p) jest przestrzenia metryczna 7 = {U C X :
IntU = U} oraz I C R oznacza zbidr indekséw, to wowczas prawdziwe sa naste-
pujace warunki

1° oer

2° Xer

3° JezeliUy € 7, 0 € I, to Uyey Ua €7

4° Jedli Uy € 7, a € A C I, gdzie A jest skoriczone to () ¢, Ua € 7.

Dowdéd.

1° Into =@, awiec €T

2° Dla kazdego = € X oraz dla kazdego r > 0 kula B(z,r) C X.

3° Niech v € (J, ¢ Ua, wtedy Jag € I, ze v € Us,.
Poniewaz U,, jest zbiorem otwartym zatem Jr > 0, takie ze B(x,r) C
Uao C Uner Ua-

4° Dowdd pomijamy
Mozemy teraz sformutowaé nastepujaca definicje.

Definicja 1.10. (Przestrzeni topologicznej)

Pare (X, 1) ztozona ze zbioru X # @ oraz rodziny podzbioréw 7 zbioru X spel-
niajaca warunki 1, 2, 3 twierdzenia 1.4 nazywamy przestrzenia topologiczna,
rodzine 7 toplogia, za$ elementy rodziny 7 zbiorami otwartymi.
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1.2. Ciagi w przestrzeni metrycznej

Definicja 1.11. Odwzorowanie postaci
Non—oux,€eX (1.9)

nazywamy ciagiem i oznaczamy symbolem {x,} ((x,)).

Definicja 1.12. Niech (X, ) bedzie przestrzenia metryczna.
Méwimy, ze ciag {x,} C X jest zbiezny do elementu xy € X wtedy i tylko wtedy,
gdy limy,— oo 0(2n,29) = 0 co zapisujemy jako lim, . x, = xg.
Uwaga 1.2. Z definicji 1.12 wynika, ze lim, . x, = xo wtedy i tylko wtedy,
gdy

Ve > 0 Ing(Yn > ng = o(zn,z0) < €) (1.10)

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.5. Ciag zbiezny w przestrzeni metrycznej (X, o) ma dokladnie
jedna granice.

Dowéd.
Niech lim,,_, o &, = ¢ oraz lim,_. o x, = yg, wéwczas mamy

Ve > 0 Ing Vn > ng o(x,, o) < i o(xn,yo) <

| ™
| ™

Zatem o(x0,Y0) < 0(%0,Tn) + 0(Tn,y0) < & dla n > ng.
Poniewaz ¢ > 0 jest dowolnie mata liczba zatem xy = yo.

Definicja 1.13. Niech bedzie dany ciag {z,} C X oraz SciSle rosnacy ciag liczb
naturalnych (patrz def. 1.24 str. 215) N> k£ — n; € N.

Wéweczas ciag {zy, } C {z,} C X nazywamy podciagiem ciagu {x, }. Prawdziwe
sa nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 1.6. Jezeli lim,, .. x, = xg, to dla kazdego podciagu {x,,} C
{zy} limg— oo p,, = To.

Dowéd. Pomijamy.

Twierdzenie 1.7. Jezeli dlaV{w,, } C {x,}limg_ ooy, = xo, tolim,, .o x,, =
Zg-

Dowéd. Pomijamy.
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Twierdzenie 1.8. Jezeli a € U?, to Ha,} CU, zelimy,—oo x,, = a.

Dowéd.
Niech a € U?. Wtedy dla Vn € N 3z, € B (a, 1) NU \ {a} zatem 3{z,} C U,
taki ze Vn € N g(zy,,a) < % czyli lim, o T, = 0.

Definicja 1.14. Zbiér U C X nazywamy zwartym, jesli dla V{z,} C
U Huwp, b CH{xy}, taki ze limy oo 2y, € U.

Definicja 1.15. Zbiér U C X jest ograniczony, jesli 3z € X oraz liczba r > 0,
taka ze U C B(xq, 7).

Twierdzenie 1.9. Jezeli zbior U C X jest zwarty, to zbior U jest ograniczony
i domkniety:.

Dowdéd.

Wykazemy domknieto$é: z twierdzenia 1.2 wynika, ze zbior U jest domkniety,
gdy U = U = U U U Zalézmy, ze zbiér U nie jest domkniety. Wéwezas ist-
nieje a € U?\ U. Na podstawie twierdzenia 1.8 istnieje ciag {z,} C U, taki
ze lim,, - T, = a, natomiast na podstawie twierdzenia 1.6 mamy, ze dla kaz-
dego ciagu {z,, }limy_.o @, = a. Zatem z ciagu {x,,} C U nie mozna wybraé
podciagu zbieznego w U. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.10. Jezeli zbiér U C R" jest ograniczony i domkniety, to zbiér
U jest zwarty.
Dowéd. Pomijamy.

Definicja 1.16. Zbiér U C X nazywamy sp6jnym, gdy nie istnieja dwa otwarte
zbiory A, B C X, takie ze
1° ANB=9
22 ANU#2iBNU #9
3° UCAUB
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.11. Zbior U C R jest spdjny wtedy i tylko wtedy, gdy dla
Ve,y € U, takichzex < y; jesliz < z < y, toz € U.

Dowé6d. Pomijamy

Definicja 1.17. Niech {z,} C X. Méwimy, ze ciag {x,} spelnia warunek
Cauchy’ego, gdy dla

Ve >0 dng Ym,n > ng = o(Ty, x,) < € (1.11)

Ciag spetniajacy warunek Cauchy’ego nazywamy ciggiem Cauchy’ego.
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Twierdzenie 1.12. Jezeli ciag {x,} jest ciagiem zbieznym, to ciag {x,} jest
ciaggiem Cauchy’ego.

Dowad.
Niech limy, .o @, = 2o € X. Wéwczas Ve > 0 Ing Ym,n > ng mamy o(x,, x9) <
£

5 oraz o(Tm, o) < 5. Stad

Q(xmaxn) < Q(.’Iﬁm,.’L'()) + Q(xnva) < €

Uwaga 1.3. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, tzn. nie dla kazdej prze-
strzeni metrycznej X warunek Cauchy’ego jest wystarczajacy dla istnienia gra-
nicy ciagu o wartosciach w X.

Przyjmujac np. X = (0,00) o(z,y) = |z — y| dla 2,y € X oraz x,, = % dla
n € N jest ciagiem Cauchy’ego, ale nie istnieje takie a € X, ze a = lim, o @y
(bo lim,, oo @y, =0 ¢ X).

Definicja 1.18. (Przestrzeni metrycznej zupelnej) Przestrzen metryczng (X, o)
nazywamy zupelna, gdy kazdy ciag (x,) C X speliajacy warunek Cauchy’ego
jest zbiezny do elementu z € X

Twierdzenie 1.13. Jezeli A jest podzbiorem domknietym w przestrzeni me-
trycznej zupelnej (p.m.z) (Y, o), to przestrzeii metryczna (A, o|ax 4) jest zupelna.

Przyktad 1.12.
Przestrzen (IR, | - |) jest przestrzenia metryczna zupelna

Definicja 1.19. (Odwzorowania zwezajacego) Odwzorowanie f p.m. X na siebie
nazywamy zwezajacym, gdy

Ja € (0,1), Vazy,ae€ X p(f(z1), f(z2)) < ap(xy,xs) (1.12)

Twierdzenie 1.14. (Zasada odwzorowain zwezajacych — twierdzenie o punkcie
statym S. Banacha) Jezeli (X, p) jest przestrzenia metryczna zupelna, to kazde
odwzorowanie zwezajace:

fiX—>X (1.13)

ma dokladnie jeden punkt staly tzn. A € X, zZe f(x) = x, ktéry wyznaczamy
za pomoca metody kolejnych przyblizen

Tpy1 = f(wn)

r= lim =z,
n—oo

(1.14)
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Dowad.
1° Jednoznaczno$é. Zaltézmy, ze v = f(x), 2’ = f(2'). Mamy wéwczas:
o(z,2') = o(f(x), f(2') < ao(z,2")
Zatem:
o(z,2') < aolz,a’)
Gdyby x # 2/, to byloby
o(x,z') >0
Wéwezas dla a € (0,1) nieréwnosé (1.1) jest sprzeczna, co przeczy zaloze-
niu.
2° Istnienie. Definiujemy ciag o wyrazach w X nastepujaco: wyraz ;1 € X

ustalamy dowolnie, za$ x,,4+1 = f(x,,) dla n € N. O ile wykazemy, zZe ciag
(z,,) jest zbiezny w X to dowdd bedzie zaliczony.
Istotnie, oznaczajac granice tego ciagu przez x, mamy:

x= lim xpy; = lim f(x,)= f(z)

gdyz na mocy definicji 1.17 funkcja f jest ciagta.
Poniewaz przestrzen X jest z zalozenia zupetna, wiec dla dowodu zbieznosci
ciagu (x,) wystarczy stwierdzi¢, ze spetnia on warunek Cauchy’ego. Mamy

o(w3,22) = o(f(2), f(71)) < ao(2,71)
o(g,x3) = o(f(w3), f(22)) < ap(as, x2) < o plag,21)

Widaé wiec, ze indukcyjnie mozna udowodnié¢ zbieznosé
o(xpi1, 1) <" o(xy, 1) dla neN

Na mocy nieréwnoéci tréjkata mamy dla m > n, m,n € N Poniewaz

m—1 m—1 m—1
o(m,x0)< Y olwp, wpgr) < Y aF (s, a1) < o(wa,wn) Y ot =
k=n k=n k=n
1 _ am—n
= o(wa,71)
11—«

lim " =0 =zatemdla Ve>03keEN

n—oo
takie, ze

o(wa,z1)(1—a) ta"  <e dla n>k

a zatem
o(xp,xm) < e dla n,m >k
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Ciag (x,) wystepujacy w drugiej czesci dowodu nosi nazwe ciggu kolej-
nych przyblizen rozwiazania réwnania x = f(x), a metoda tego rozwiazanie
w postaci granicy tak zdefiniowanego ciagu (z,) nazywa sie metoda kolejnych
przyblizen.

Uwaga 1.4. Twierdzenie 1.14 stosowane jest do dowodu istnienia i jednoznacz-
nosci rozwiazania rownan: algebraicznych, rézniczkowych i catkowych itp. Poka-
zemy to na przyktadach.

Przyktad 1.13.
Stosujac twierdzenie Banacha, wykaz ze ponizsze réwnanie ma doktadnie jedno
rozwigzanie:

" —n+1)(1—-2)=0:0<2x<1 A neN (1.15)

Rozwiazanie:
Okredlamy odwzorowanie f. Korzystajac » réwnania mamy

(1.16)

Zatem

1.1
n+1 (1.17)

Mamy wykazaé, ze réwnanie x = f(x), gdzie f dana jest wzorem (1.17) ma
doktadnie jeden punkt stalty. Wezmy a < x1 < x9 < 1irozwazmy |f(z1)— f(x2)].
Mamy

1
|f(x1) = f(a2)] = n—HWf —ay| =
e el e R P SRR Sl
1 n
S ogplm Tl = ool - |

czyli mamy

|f(1) = fla2)] < n+1|3?1—962| (1.18)
zatem o = 27 < 1, a wigc na mocy twierdzenia Banacha 1.14 odwzorowanie

okreslone wzorem (1.17) jest zwezajace czyli 3 z! takie, ze x = f(z), gdzie f(x)
dane jest wzorem (1.17).

Przyktad 1.14.
Wykazemy, ze uktad liniowy réwnan algebraicznych

ZEi:ZaijZUj—f-bi dla i=1,2,...,k (1.19)
j=1
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ma przy dowolnych b; doktadnie jedno rozwiazanie, o ile tylko wyrazy macierzy
A = (aij)kxk sa co do modutu dostatecznie mate. Uklad ten mozemy zapisaé
w postaci réwnania

x = f(z)

gdzie f : RF — RF oznacza funkcje, ktéra kazdemy punktowi z =
(x1,29,...,25) € R* przyporzadkowuje punkt y = (y1....,yx) € R¥, ktérego
wspolrzedne wyrazaja sie wzorem

Ea

k
yl':Za,'jxj—l—bi, 1=1,...
J=1

oznaczajac M = max{|a;;| 1,7 =1,...,k} y = f(z), ¥y’ = f(2') mamy

k
v — il <Y lasl(zy —2f) <MY oy — |
i=1

Jj=1
zatem na mocy nieréwnosci Schwartza (patrz (1.5)) mamy
lyi — yil < MVE||z - 2|

Stad

k 3
ly—y'll = (Z(yz - y£)2> < M|z —2'||

=1

zatem je$li « = kM < 1 to na mocy twierdzenia 1.14 (zastosowanego do prze-
strzeni X = R¥) rozwazany uktad réwnan liniowych ma dokladnie jedno rozwia-
zanie.

Definicja 1.20.
1° Przestrzeii metryczna (X, o) nazywamy zwarta (sekwencyjnie, ciagowo),
gdy
V(zn) C X Iay,) C (zy) : lima,, =2 € X

(tzn. gdy z kazdego ciagu mozna wybra¢ podciag zbiezny)
2° Zbiér A C X nazywamy zwartym, gdy jako przestrzen metryczna z metryka
indukowana z X jest przestrzenia zwarta.

Przyktad 1.15.
Odcinek [0, 1] jest zbiorem zwartym.
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Twierdzenie 1.15.
1° Kazda przestrzen zwarta jest przestrzenia zupelna
2° Zbior A C R" jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety i ogra-
niczony.

Twierdzenie 1.16. (Twierdzenie Weierstrassa) Funkcja rzeczywista ciagla
w (ciagowo) zwartej przestrzeni metrycznej jest ograniczona i osiaga swoje kresy.

Przyktad 1.16.
W przestrzeni (X, | - |) gdzie X = W zbiér liczb niewymiernych nie jest zwarty.

Dowéd.
Wezmy ciag {0,1,2,3,...}. Ciag ten nie zawiera w sobie zadnego podciagu zbiez-
nego.

Przyktad 1.17.
Skoniczony odcinek [a, b] osi liczbowej jest zbiorem zwartym

Dowdéd.

Niech (z,) bedzie dowolnym nieskoficzonym ciagiem liczbowym takim, ze a <
x, < b. Podzielmy odcinek [a,b] na polowy. Co najmniej jedna z nich zawiera
nieskoniczona ilo$¢ elementéw ciagu (x,,). Wybieramy z niej dowolny element x,,,
ciagu (z,,) i podzielimy ja ponownie na poltowy. Z tej potowy, ktéra ma nieskoni-
czona ilo$é elementéw, wybieramy nastepny element x,, ciagu (z,) itd. W ten
sposéb wszystkie wyrazy podciagu (z,,) poczawszy od numeru k leza w prze-
dziale o dtugosci (b — a)/2* Podciag ten spetnia warunek Cauchy’ego i wobec
domknietosci odcinka [a,b] ma w nim granice. Dowodzi to zwarto$ci odcinka

[a, b].

1.3. Ciagi liczbowe

Definicja 1.21. Odwzorowanie postaci

N>n—a, €eR (1.20)
nazywamy ciagiem liczbowym i oznaczamy symbolem {a, } lub (a,).
Definicja 1.22. (Granica ciagu liczbowego) Méwimy, ze ciag {a,} ma granice
g co zapisujemy

lim a, =g Ve>036=6(s)Vn>6=la, —g| <¢ (1.21)

Przyktad 1.18.
Udowodni¢ na podstawie definicji, ze
n

lim =1 (1.22)
n—oomn + 1
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Dowéd.
Wystepujaca w definicji granicy nieréwnoéé |a,, — g| < € przybiera w tym przy-
padku postaé:

-1 < 1.23
)< (123)

Nalezy wykazaé, ze dla dowolnej liczby € > 0 istnieje liczba 6, taka ze dla n > 6.
zachodzi nieré6wnos¢ |a,, — g| < e. Mamy:

1 -1 1
Y [ O RN i - (1.24)
n+1 n+l n+1 n+1 n+1
zatem:
! < (1.25)
€ .
n+1
Rozwiazujac ostatnia nieréwnosé¢ wzgledem n otrzymujemy:
1—
e (1.26)
€

Teraz mozemy okredli¢ liczbe 6. Przyjmujemy 6 = i stwierdzamy, ze dla

n > 6 zachodzi nieréwnosé

1—¢
€

n
n+1

—4<e (1.27)

Definicja 1.23. Méwimy, ze ciag {a,} ma granice niewtasciwa oo (jest roz-
biezny do £00), gdy
1° VM > 0 3ng Yn > ng a, > M co oznaczamy symbolem lim,, .. a, = +00
2° ¥Ym < 0 dng Vn > ng a, < m co oznaczamy symbolem lim,,_ o a, = —00
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.17.
1° Jezeli {a,} C Rilim,_ ay, = a € R, to ciag {a,} jest ograniczony.
2° Jezeli{a,} C R jest ograniczony, to istnieje podciag {a,, } ciagu {a,}, taki
ze {an, } jest zbiezny.

Dowdéd.
1° Poniewaz 3 lim, oo tp, =a=dlaec=13dnyVn>nga-1<a, <a-+1.
Oznaczamy
m =min{a — 1,a1, ..., an,]
M =max{a+1,a1,...,a,,]

Woéwcezas mamy:
VneN m<a, <M
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Uwaga 1.5. Ciag ograniczony nie musi by¢ zbiezny.

Przyktad 1.19.
Ciag {(—1)"} jest ograniczony ale nie jest zbiezny. Mamy (patrz rys. 1.6)

Ay = (_1)n dla n =2k asp — (_1)2/9 =1
dla n=2k+1 A2k 4+1 = (—]_)2k+1 = —1

n

Rys. 1.6

Definicja 1.24. Ciag {a,} C R nazywamy

1° rosnacym (Sciéle rosnacym), gdy dlaV n € N, a,41 > ay,

2° niemalejacym, gdy dlaVn € N ap41 > ayp

3° malejacym (Scisle malejacym), gdy V n € N apy1 < ap

4° nierosnacym, gdy Vn € N a,4+1 < a,

Ciagi niemalejajce i nierosnace nazywamy ciagami monotonicznymi. Ciagi

rosnace i malejace nazywamy ciagami $cisle monotonicznymi. Mamy nastepujcace
twierdzenie.

Twierdzenie 1.18. Jezeli {a,} C R jest ciagiem monotonicznym to wowczas:
1° jezeli ciag {a,} jest ciagiem ograniczonym, to 3 lim,,_ . a, € R i wtedy
a) im,, . a,, = sup,,{a,} gdy ciag {a,} jest ciagiem rosnacym
b) lim,, .o a, = inf, {a,} gdy ciag {a,} jest ciagiem malejacym

2° jezeli ciag {an} jest nieograniczony to lim, ..a, = +oo Iub
lim,, oo Gy, = —00.
Dowéd.

1° Niech np. ciag {a,} bedzie ciggiem rosnacym. Niech M = sup,cn{an}
wtedy dla Ve > 0 3 ng, taki, ze M — e < ap,.
Poniewaz {a,} jest ciagiem rosnacym wiec dla V n > ng a,, < a,. Zatem
mamy:

Vn>ngM—-—ec<ap, <a, <M+esVn>ng |[M—a,| <e

tzn lim,, o a, = M c.n.d.
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Twierdzenie 1.19. Jezeli lim,, . a, = a, lim, ., b, = b, to wtedy
1° jezelia < b, tod ng € NV n >ng a, < b,
2° jezeli¥V n > ng an < by, toa < b.

Dowéd. Pomijamy.

Twierdzenie 1.20. (o trzech ciagach) Niech {a,},{bn},{cn} C R oraz niech
limy, oo a4 =lim, oo ¢, = g € R, jesli

Yn>ng, a,<b,<c, to limb,=yg. (1.28)

n— o0

Definicja 1.25. Niech {a,} C R, {a,,} C {a,}. Jezeli 3 limy_ o a,, (wla-
$ciwa lub niewlasciwa), to te granice nazywamy granica czeSciowa lub punktem
skupienia ciagu {a, }.

Twierdzenie 1.21. Z kazdego ciagu {a,} C R mozna wybraé¢ podciag {ay, }
zbiezny do granicy skonczonej Iub rozbiezny do Foc.

Dowé6d. Pomijamy.

Definicja 1.26.
1° Niech ciag {z,,} C R, gdzie R jest przestrzenia metryczna z naturalng me-
tryka. Liczbe € R nazywamy punktem skupienia tego ciagu, gdy istnieje
podciag {z,, } C {z,} taki, ze limx,, = .
Symbolem A(x,,) oznaczamy zbiér wszystkich punktéw skupienia ciagu (z,,)
2° Niech {z,} bedzie ciagiem ograniczonym, wtedy kres gérny zbioru A(z,,)
nazywamy gorng granica ciagu (x,) i oznaczamy symbolem

limsup z,, = sup A{z, } (1.29)
3° Kres dolny zbioru A(x, ) nazywamy dolna granica ciagu (), co oznaczamy

liminf x,, = inf A(x,,) (1.30)

Przyktad 1.20.
Obliczy¢ gérna i dolng, granice ciagu z, = (—1)"

Rozwiazanie:
1. Wyznaczamy A(x,,):

Zatem A(z, ) ={-1,1}.
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Rys. 1.7

2. Obliczamy granice gérna i dolna:

limsup(—1)" = sup A(x,,) =sup{—-1,1} =1
liminf(—1)" =inf A(z,,) = inf{-1,1} = -1

Odpowiedz.

limsup(—1)" = +1, liminf(—1)" = —1 (patrz rys. 1.7)
Przyktad 1.21.

Udowodni¢, ze w przestrzeni R z metryka naturalng
a) lim¢" =0dla |¢| <1

b) lim /n = 1.

Rozwigzanie:

a) Skorzystamy z definicji granicy ciagu

Ve >03N. >0 VYneN (n> N, = |z, —z| <e¢)

Aby to wykazaé rozwazymy nieréwnosé
(xn =¢", ©=0)
[¢" =0 =[¢"| =]q" <<
czyli

nlog |¢| < loge
U

log e
8% = N.(log|q| < 0)

log lq]

Zatem mamy:

log
log |q|

Ve >0 3dN, =

Vn>N(n>N=|¢" -0 <c¢)
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b) W tym przypadku mamy: z,, = /n, x = 1. Nalezy zatem dokonaé¢ oceny
wyrazenia | {/n — 1|. Zauwazmy, ze

n=[1+(Yn—-1]"
Stosujac do ostatniego wyrazenia wzor dwumienny Newtona, dostajemy

(n—-1)

L+ ¢/ —1" =1+ n(¢n—1)+ 5 (Vn =12+ (¥Yn—1)"

Poniewaz {/n > 1> 0 dla n > 1, zatem mamy:

-1
B
czyli
2
= > (¥Yn-1)
n
Stad

Zatem n > 6% =N..
Wobec tego mamy:

2 2
Ve>03aN. =5 VneN (n>5=[Vn—-1]<e)
S e

c.n.d.
Twierdzenie 1.22. Jezeli lim,, o (2,) = @ 1 limy, o (yn) =y to
1° lim (z, +yn) =2 +vy
n—oo
2° lim (x, —yn) =2 —y
n—aoo
3° lim (x, - yn) = -y (1.31)

£ lim <x—"> =2
oiley, #0 orazy #0

Przyktad 1.22.
Wykazaé, ze lim,, ., /a =1 dla a > 0.
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Rozwigzanie:
1° Niech a > 1, to wéwezas 1 < /a < /n. Stosujac twierdzenie o trzech
ciaggach otrzymujemy lim,, .., ¥a =1
2° Niech 0 < a < 1. Wéwczas mamy:

czyli

n—oo , /1 a

c.n.d.

Definicja 1.27. Niech A oznacza zbiér wszystkich granic czeSciowych ciagu
{a,}. Wtedy granice gérna i dolna ciagu {a, } okreslamy odpowiednio jako

+oo gdy +oo€ A
lim supa, =< supA gdy +o0€AiA#o
e —oo gdy A={-o0}

—oo gdy —oo€A
lim infa, =< infA gdy —-c0c€AiA#g
S +oo  gdy A= {4+o0}

Uwaga 1.6.
a) Z okreslenia gérnej i dolnej granicy ciagu {a, } wynika, ze 3 podciagi ciagu
{a,} zbiezne do granicy gérnej i dolnej ciagu {a, }.
b) Zbiér A jest domkniety.
Twierdzenie 1.23. Niech {a,} C R wtedy
1° Jezeli a > lim,,—. oo SUp ayp, to a, < a dla prawie wszystkich® n.
2° Jezeli a < lim,_ o inf a,, to a, > a dla prawie wszystkich n.

Twierdzenie 1.24. Niech {a,} C R. Wowczas

lim a, =a < lim infa, = lim supa, =a (1.32)

n— oo n—00 n—oo

tzn. A = {a}.

Whniosek 1.3. Ciag {a,} jest rozbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy 3 podciagi
{an, },{an, } C {an}, takie ze

lim a,, # lim a,,
k—oo l—o00

* Zwrot ,prawie wszystkie” n oznacza wszystkie z wyjatkiem ich skonczonej liczby.
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1.4. Pewne ciagi specjalne

1° limy 0o /n =1
2° JezeliVn € N 0 < m < a, < M to lim, o /a, = 1. W szczegdblnoscei,
gdy 3 limp, oo, =a>0o0razVn €N a, >0 tolim, . Ya,=1
30
0 gdy [ql<1

. 1 gdy ¢qg=1
n __
nh—>ngoq ) 40 gdy ¢>1 (1.33)
~3 gdy ¢<-1
4° lim, o (1 + 2)" = e gdzie e = 2,71828... — liczba niewymierna zwana

stata Eulera.

5° limy—oo (1—2)" =1

QAn
6° lim, . a, = 0o, to lim, _. (1 + ai) =e

Twierdzenie 1.26. (Warunek Cauchy’ego zbieznosci ciagu liczbowego) Na to,
aby ciag (x,) C R byl zbiezny potrzeba i wystarcza, aby ciag ten spelnial waru-
nek Cauchy’ego

Ve >03N. >0Vn,m € N(n>N.Am >N, = |z, — 2| <¢)

Dowéd. Pomijamy.

Przyktad 1.23.
Zbadaé zbieznos¢ ciggu

1
n=14 =+ = — 1.34
tog gttt (1.34)

Rozwiazanie:
Sprawdzamy, czy zachodzi warunek Cauchy’ego. Dla m > n wezmy m = n + p
i oszacujemy

|Tntp — Tl

P P
z::(rﬁ-k <; n—i—k

k=1

A

zp: 1 Lo
e (n+k-1)(n+k) n n+tp

wiee |Tnyp — 2n| — 0 gdy n,p — 00
Zatem ciag jest zbiezny





