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Rozdzia� �

Przestrzenie metryczne

���� Przestrzenie metryczne

De�nicja ����
�� Niech X b�dzie niepustym zbiorem o elementach x� y� z� � � �� Odwzorowanie 

�  X 
X � �x� y� � ��x� y� 
 R� �����

spe�niaj�ce warunki 

M�� �x� y 
 X ��x� y� � � � x � y
M�� �x� y 
 X ��x� y� � ��y� x� � w�asno�� symetrii
M
� �x� y� z 
 X ��x� y� 	 ��x� z� ! ��z� y� � nier�wno�� tr�jk�ta

nazywamy metryk� �odleg�o�ci�� w zbiorze X�
�� Par� �X� �� nazywamy przestrzeni� metryczn� �kr�tko przestrze� me�

tryczn� b�dziemy oznacza� p�m���

Przyk�ad ����
a� Zbi�r liczb rzeczywistych X � R z metryk� ��x� y� � jx � yj jest p�m�

z metryk� naturaln��
b� Zbi�r liczb zespolonych X � C z metryk� ��z�� z�� � jz� � z�j jest p�m�
c� Zbi�r R� punkt�w x � �x�� x��) y � �y�� y�� z metryk�
�� ��x� y� �

p
�x� � y��� ! �x� � y��� jest p�m� �patrz rys� ����

�� Zbi�r R� punkt�w x � �x�� x��� y � �y�� y�� z metryk� ���x� y� � jx��y�j!
jx� � y�j � jest p�m��


� Zbi�r R� punkt�w x � �x�� x��� y � �y�� y�� z metryk� ���x� y� �
maxi���� jxi � yij jest p�m�
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Rys� ���

Przyk�ad ����
W przestrzeni Rn najcz��ciej wprowadza si� metryki nast�puj�ce dla punkt�w
x � �x�� � � � � xn�� y � �y�� � � � � yn� 
 Rn mamy

�� ��x� y� �
p

�x� � y��� ! � � � ! �xn � yn�� �����

�� ���x� y� � jx� � y�j! � � � ! jxn � ynj ���
�


� ���x� y� � max
��i�n

fjxi � yijg ���	�

Uwaga ���� Przyk�ad metryki ��x� y� okre�lony w �� odgrywa podstawow�
rol�� Par� �Rn � �� b�dziemy dalej nazywa� n�wymiarow� przestrzeni� kartezja��
sk� i oznacza� jako Rn � Wyka�emy� �e metryka ��x� y� dana wzorem �� spe�nia
aksjomaty metryki� Dla przyk�adu wyka�emy warunek M
� Skorzystamy tutaj
z nier�wno�ci Schwartza postaci 

� nX
i��

aibi

��
	

nX
i��

a�i

nX
i��

b�i �����

Mamy 

���x� y� � �x� � y��� ! � � � ! �xn � yn�� �
� �x� � z� ! z� � y��� ! � � � ! �xn � zn ! zn � yn��

� �x� � z��� ! � � � �xn � zn�� ! ��x� � z���z� � y�� ! � � �
!��xn � zn��zn � yn� ! �z� � y��� ! � � � ! �zn � yn�� 	
	 �x� � z��� ! � � � ! �xn � zn��!
!�
p

�x� � z��� ! � � � ! �xn � zn��
p

�z� � y��� ! � � � �zn � yn��!
�z� � y��� ! � � � ! �zn � yn�� � ���x� z� ! ��z� y���

Zatem
��x� y� 	 ��x� z� ! ��z� y�

c�n�d�
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Przyk�ad ��
� �Przestrze� dyskretna�
Para �X� �� gdzie X jest dowolnym zbiorem �� � oraz

�  X 
X � �x� y� � ��x� y� �



� dla x � y
� dla x �� y

�����

jest przestrzeni� metryczn�
Sprawdzamy� �e � zde�niowane powy�ej spe�nia aksjomaty metryki

M� ��x� y� � � � x � y wynika z de�nicji
M� ��x� y� � ��y� x� wynika z de�nicji�
M
 ��x� y� 	 ��x� z� ! ��z� y��

Gdy x �� y� to mamy z �� y� z �� x zatem ��x� y� � � 	 ��x� z� !��y� z�
Gdy x � y� to mamy � 	 � ! �
Par� �X� �� nazywamy przestrzeni� dyskretn��

Przyk�ad ����
Para �R� �� gdzie � jest okre�lona nast�puj�co

�  R 
 R � �x� y� � ��x� y� � jx ! yj 
 R

nie jest przestrzeni� metryczn��

Dow�d�
�� jx ! yj � � � x � �y zatem dla x �� y mamy jx ! yj � �
�� jx ! yj � jy ! xj jest spe�niona

� jx ! yj � jx ! zj! jy ! zj np� dla x � � y � �� z � ���

Zatem warunki M� i M
 nie s� spe�nione�
Przestrze� �R� �� z funkcj� ��x� y� � jx ! yj nie jest przestrzeni� metryczn��

De�nicja ���� Niech b�dzie dana p�m� �X� ��� W�wczas
�� Kul� otwart� o �rodku w punkcie x� i promieniu r nazywamy zbi�r

B�x�� r� � fx 
 X  ��x� x�� � rg �����

�� Kul� domkni�t� o �rodku w punkcie x� i promieniu r nazywamy zbi�r

,B�x�� r� � fx 
 X  ��x� x�� 	 rg ���
�


� Epsilonowym otoczeniem punktu x� nazywamy kul� B�x�� ��

De�nicja ��
� Punkt x 
 U � X nazywamy punktem wewn�trznym zbioru U �
je�li �r � �� takie �e B�x� r� � U �

Zbi�r wszystkich punkt�w wewn�trznych zbioru U nazywamy wn�trzem
zbioru U i oznaczamy symbolem IntU �
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De�nicja ���� Punkt x 
 X nazywamy punktem brzegowym zbioru U � X
je�li dla �r � � B�x� r� � U �� � �� B�x� r� � �X n U��

Zbi�r wszystkich punkt�w brzegowych zbioru U nazywamy brzegiem zbioru
U i oznaczamy symbolem �U �

De�nicja ���� Punkt x 
 X nazywamy punktem skupienia zbioru U � X� je�li
dla �r � �� �B�x� r� n fxg� � U �� �

Zbi�r wszystkich punkt�w skupienia zbioru U oznaczamy symbolem Ud�
Je�eli x 
 U n Ud� to x nazywamy punktem izolowanym zbioru U �

De�nicja ���� Zbi�r U � X nazywamy zbiorem otwartym� je�eli ka�dy punkt
x 
 U jest punktem wewn�trznym zbioru U �

Twierdzenie ���� Je�eli U � X� to

�� IntU jest zbiorem otwartym

�� U jest zbiorem otwartym wtedy i tylko wtedy� gdy IntU � U �

De�nicja ���� Zbi�r U � X nazywamy zbiorem domkni�tym� je�eli X nU jest
zbiorem otwartym�

De�nicja ���� Domkni�ciem zbioru U � X nazywamy zbi�r U � Ud co ozna�
czamy jako ,U �

Twierdzenie ���� Je�eli U � X to

�� Zbi�r ,U jest zbiorem domkni�tym

�� Zbi�r U jest domkni�tym wtedy i tylko wtedy gdy ,U � U �

Przyk�ad ����
Ka�dy przedzia� �a� b� jest zbiorem otwartym w R� natomiast nie jest otwartym
w R�

Przyk�ad ����
W p�m� dla metryk z przk�adu ���

a� �R� � ��

b� �R� � ����

c� �R� � ���� narysowa� kul� o �rodku w punkcie ��� �� i promieniu ��
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Rozwi�zanie

a�

Rys� ���a

b�

Rys� ���b

c�

Rys� ���c

Przyk�ad ����
W przestrzeni �R� � �� rozwa�my zbi�r A postaci 

A �



�
n

 n 
 N

�



��� ���� Przestrzenie metryczne

�� Zbi�r A nie jest otwarty� gdy� IntA � ��
�� Brzegiem zbioru A jest zbi�r postaci �A � A � f�g�

� Zbi�r punkt�w skupienia zbioru A ma posta� Ad � f�g�
	� Domkni�cie zbioru A ma posta� ,A � A � f�g�
�� Zbi�r A nie jest domkni�ty�
�� A n A d � A � czyli wszystkie punkty zbioru A s� izolowane�

Przyk�ad ����
W przestrzeni �R� �� rozwa�my zbi�r Q � zbi�r liczb wymiernych

�� Mamy ,Q � R

�� IntQ � �


� �Q � R

	� Q�Qd � Q� R � �

Przyk�ad ����
W przestrzeni �R� � �� rozwa�amy zbi�r A postaci

A � f�x�� x�� 
 R�  x� ! x� 	 �g

�patrz rys� ��
�

Rys� ���

Mamy
�� Ad � A

�� ,A � A �Ad � A � czyli zbi�r A jest domkni�ty

� IntA � f�x�� x�� 
 R�  x� ! x� � �g
	� �A � f�x�� x�� 
 R�  x� ! x� � �g
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Przyk�ad �����
W przestrzeni �R� � �� rozwa�my zbi�r

A � f�x�� x�� 
 R�  x� � t� x� � t ! �� t 
 ��� ��g

Mamy
�� Ad � A � f��� ��� ��� ��g
�� ,A � Ad


� IntA � �

	� �A � ,A

Wniosek ���� Zbi�r A nie jest ani otwarty ani domkni�ty�

Przyk�ad �����
Znale�� punkt skupienia zbioru A � '�� �� � '�( � R�

Rozwi�zanie

Z rysunku �patrz rys� ��	� wynika� �e Ad � '�� �(

Rys� ���

Odpowied��
Ad � '�� �(

Wniosek ���� Zbi�r A nie jest ani otwarty ani domkni�ty�

De�nicja ���� Otoczeniem punktu a 
 X nazywamy dowolny zbi�r otwarty
U � X� taki �e a jest punktem wewn�trznym w zbiorze U �

Prawdziwe jest nast�puj�ce twierdzenie

Twierdzenie ��
� Dla �r � � i �a 
 X
�� kula B�a� r� jest zbiorem otwartym

�� kula domkni�ta ,B�a� r� jest zbiorem domkni�tym

Dow�d�
�� Dla �x 
 B�a� r� istnieje r� postaci

r� �
r � ��x� a�

�
�



��� ���� Przestrzenie metryczne

taki �e B�x� r�� � B�a� r�� Wobec tego x 
 X jest punktem wewn�trznym
zbioru X �patrz rys� ����

Rys� ���

�� Dow�d pomijamy
Mo�na wykaza	 prawdziwo�	 nast�puj�cego twierdzenia�

Twierdzenie ���� Je�eli �X� �� jest przestrzeni� metryczn� 
 � fU � X  
IntU � Ug oraz I � R oznacza zbi�r indeks�w� to w�wczas prawdziwe s� nast��
puj�ce warunki

�� � 
 

�� X 
 


� Je�eli U� 
 
 � � 
 I� to

S
��Z U� 
 


	� Je�li U� 
 
 � � 
 A � I� gdzie A jest sko�czone to
T
��A U� 
 
 �

Dow�d�
�� Int� � �� a wi�c � 
 

�� Dla ka�dego x 
 X oraz dla ka�dego r � � kula B�x� r� � X�

� Niech x 
 S��I U�� wtedy ��� 
 I� �e x 
 U�� �

Poniewa� U�� jest zbiorem otwartym zatem �r � �� takie �e B�x� r� �
U�� �

S
��I U��

	� Dow�d pomijamy
Mo�emy teraz sformu�owa� nast�puj�c� de�nicj��

De�nicja ����� �Przestrzeni topologicznej�
Par� �X� 
� z�o�on� ze zbioru X �� � oraz rodziny podzbior�w 
 zbioru X spe��
niaj�c� warunki �� �� 
 twierdzenia ��	 nazywamy przestrzeni� topologiczn��
rodzin� 
 toplogi�� za� elementy rodziny 
 zbiorami otwartymi�
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���� Ci�gi w przestrzeni metrycznej

De�nicja ����� Odwzorowanie postaci

N � n� xn 
 X �����

nazywamy ci�giem i oznaczamy symbolem fxng ��xn���

De�nicja ����� Niech �X� �� b�dzie przestrzeni� metryczn��
M�wimy� �e ci�g fxng � X jest zbie�ny do elementu x� 
 X wtedy i tylko wtedy�
gdy limn�� ��xn� x�� � � co zapisujemy jako limn�� xn � x��

Uwaga ���� Z de�nicji ���� wynika� �e limn�� xn � x� wtedy i tylko wtedy�
gdy

�� � � �n���n � n� � ��xn� x�� � �� ������

Prawdziwe jest nast�puj�ce twierdzenie�

Twierdzenie ���� Ci�g zbie�ny w przestrzeni metrycznej �X� �� ma dok
adnie
jedn� granic��

Dow�d�
Niech limn�� xn � x� oraz limn�� xn � y�� w�wczas mamy

�� � � �n� �n � n� ��xn� x�� 	 �

�
i ��xn� y�� 	 �

�

Zatem ��x�� y�� 	 ��x�� xn� ! ��xn� y�� � � dla n � n��
Poniewa� � � � jest dowolnie ma�� liczb� zatem x� � y��

De�nicja ���
� Niech b�dzie dany ci�g fxng � X oraz �ci�le rosn�cy ci�g liczb
naturalnych �patrz def� ���	 str� ���� N � k � nk 
 N�
W�wczas ci�g fxnkg � fxng � X nazywamy podci�giem ci�gu fxng� Prawdziwe
s� nast�puj�ce twierdzenia�

Twierdzenie ���� Je�eli limn�� xn � x�� to dla ka�dego podci�gu fxnkg �
fxng limk�� xnk � x��

Dow�d� Pomijamy�

Twierdzenie ���� Je�eli dla �fxnkg � fxng limk�� xnk � x�� to limn�� xn �
x��

Dow�d� Pomijamy�
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Twierdzenie ���� Je�eli a 
 Ud� to �fxng � U � �e limn�� xn � a�

Dow�d�
Niech a 
 Ud� Wtedy dla �n 
 N �xn 
 B

�
a� �n
� � U n fag zatem �fxng � U �

taki �e �n 
 N ��xn� a� 	 �
n czyli limn�� xn � x��

De�nicja ����� Zbi�r U � X nazywamy zwartym� je�li dla �fxng �
U �fxnkg � fxng� taki �e limk�� xnk 
 U �

De�nicja ����� Zbi�r U � X jest ograniczony� je�li �x� 
 X oraz liczba r � ��
taka �e U � B�x�� r��

Twierdzenie ���� Je�eli zbi�r U � X jest zwarty� to zbi�r U jest ograniczony
i domkni�ty�

Dow�d�
Wyka�emy domkni�to�� z twierdzenia ��� wynika� �e zbi�r U jest domkni�ty�
gdy U � ,U � U � Ud� Za���my� �e zbi�r U nie jest domkni�ty� W�wczas ist�
nieje a 
 Ud n U � Na podstawie twierdzenia ��
 istnieje ci�g fxng � U � taki
�e limn�� xn � a� natomiast na podstawie twierdzenia ��� mamy� �e dla ka��
dego ci�gu fxnkg limk�� xnk � a� Zatem z ci�gu fxng � U nie mo�na wybra�
podci�gu zbie�nego w U � Prawdziwe jest nast�puj�ce twierdzenie�

Twierdzenie ����� Je�eli zbi�r U � Rn jest ograniczony i domkni�ty� to zbi�r
U jest zwarty�

Dow�d� Pomijamy�

De�nicja ����� Zbi�r U � X nazywamy sp�jnym� gdy nie istniej� dwa otwarte
zbiory A�B � X� takie �e

�� A �B � �

�� A � U �� � i B � U �� �


� U � A �B
Prawdziwe jest nast�puj�ce twierdzenie�

Twierdzenie ����� Zbi�r U � R jest sp�jny wtedy i tylko wtedy� gdy dla
�x� y 
 U � takich �e x � y� je�li x � z � y� to z 
 U �

Dow�d� Pomijamy

De�nicja ����� Niech fxng � X� M�wimy� �e ci�g fxng spe�nia warunek
Cauchy�ego� gdy dla

�� � � �n� �m�n � n� � ��xm� xn� � � ������

Ci�g spe�niaj�cy warunek Cauchy�ego nazywamy ci�giem Cauchy�ego�
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Twierdzenie ����� Je�eli ci�g fxng jest ci�giem zbie�nym� to ci�g fxng jest
ci�giem Cauchy�ego�

Dow�d�
Niech limn�� xn � x� 
 X� W�wczas �� � � �n� �m�n � n� mamy ��xn� x�� �
�
� oraz ��xm� x�� � �

� � St�d

��xm� xn� 	 ��xm� x�� ! ��xn� x�� 	 �

Uwaga ��
� Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe� tzn� nie dla ka�dej prze�
strzeni metrycznej X warunek Cauchy�ego jest wystarczaj�cy dla istnienia gra�
nicy ci�gu o warto�ciach w X�

Przyjmuj�c np� X � ����� ��x� y� � jx � yj dla x� y 
 X oraz xn � �
n dla

n 
 N jest ci�giem Cauchy�ego� ale nie istnieje takie a 
 X� �e a � limn�� xn
�bo limn�� xn � � �
 X��

De�nicja ����� �Przestrzeni metrycznej zupe�nej� Przestrze� metryczn� �X� ��
nazywamy zupe�n�� gdy ka�dy ci�g �xn� � X spe�niaj�cy warunek Cauchy�ego
jest zbie�ny do elementu x 
 X

Twierdzenie ���
� Je�eli A jest podzbiorem domkni�tym w przestrzeni me�
trycznej zupe
nej �p�m�z� �Y� ��� to przestrze� metryczna �A� �jA
A� jest zupe
na�

Przyk�ad �����
Przestrze� �R� j � j� jest przestrzeni� metryczn� zupe�n�

De�nicja ����� �Odwzorowania zw��aj�cego� Odwzorowanie f p�m� X na siebie
nazywamy zw��aj�cym� gdy

�� 
 ��� ��� �x�� x� 
 X 
�f�x��� f�x���  �
�x�� x�� ������

Twierdzenie ����� �Zasada odwzorowa� zw��aj�cych � twierdzenie o punkcie
sta
ym S� Banacha� Je�eli �X� �� jest przestrzeni� metryczn� zupe
n�� to ka�de
odwzorowanie zw��aj�ce�

f  X � X ����
�

ma dok
adnie jeden punkt sta
y tzn� �+x 
 X� �e f�x� � x� kt�ry wyznaczamy
za pomoc� metody kolejnych przybli�e�

xn�� � f�xn�
x � lim

n��xn
����	�
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Dow�d�
�� Jednoznaczno�	� Za���my� �e x � f�x�� x� � f�x��� Mamy w�wczas 

��x� x�� � ��f�x�� f�x�� 	 ���x� x��

Zatem 
��x� x�� 	 ���x� x��

Gdyby x �� x�� to by�oby
��x� x�� � �

W�wczas dla � 
 ��� �� nier�wno�� ����� jest sprzeczna� co przeczy za�o�e�
niu�

�� Istnienie� De�niujemy ci�g o wyrazach w X nast�puj�co wyraz x� 
 X
ustalamy dowolnie� za� xm�� � f�xm� dla n 
 N� O ile wyka�emy� �e ci�g
�xn� jest zbie�ny w X to dow�d b�dzie zaliczony�
Istotnie� oznaczaj�c granic� tego ci�gu przez x� mamy 

x � lim
n��

xn�� � lim
n��

f�xn� � f�x�

gdy� na mocy de�nicji ���� funkcja f jest ci�g�a�
Poniewa� przestrze� X jest z za�o�enia zupe�na� wi�c dla dowodu zbie�no�ci
ci�gu �xn� wystarczy stwierdzi�� �e spe�nia on warunek Cauchy�ego� Mamy

��x�� x�� � ��f�x��� f�x��� 	 ���x�� x��
��x	� x�� � ��f�x��� f�x��� 	 ���x�� x�� 	 ��
�x�� x��

���

Wida� wi�c� �e indukcyjnie mo�na udowodni� zbie�no��

��xn��� xn� 	 �n����x�� x�� dla n 
 N

Na mocy nier�wno�ci tr�jk�ta mamy dla m � n� m�n 
 N Poniewa�

��xm� xn�	
m��X
k�n

��xk� xk��� 	
m��X
k�n

�k����x�� x�� 	 ��x�� x��
m��X
k�n

�k�� �

� ��x�� x��
�� �m�n

�� �

lim
n��

�n � � zatem dla �� � � � k 
 N

takie� �e
��x�� x����� �����n�� � � dla n � k

a zatem
��xn� xm� � � dla n�m � k

c�n�d�



���� Ci�gi w przestrzeni metrycznej ���

Ci�g �xn� wyst�puj�cy w drugiej cz��ci dowodu nosi nazw� ci�gu kolej�
nych przybli�e� rozwi�zania r�wnania x � f�x�� a metoda tego rozwi�zanie
w postaci granicy tak zde�niowanego ci�gu �xn� nazywa si� metod� kolejnych
przybli�e��

Uwaga ���� Twierdzenie ���	 stosowane jest do dowodu istnienia i jednoznacz�
no�ci rozwi�zania r�wna� algebraicznych� r��niczkowych i ca�kowych itp� Poka�
�emy to na przyk�adach�

Przyk�ad ���
�
Stosuj�c twierdzenie Banacha� wyka� �e poni�sze r�wnanie ma dok�adnie jedno
rozwi�zanie 

xn � �n ! ����� x� � �  � � x � � � n 
 N ������

Rozwi�zanie

Okre�lamy odwzorowanie f � Korzystaj�c z r�wnania mamy

x � �� xn

n ! �
������

Zatem
f�x� � �� xn

n ! �
������

Mamy wykaza�� �e r�wnanie x � f�x�� gdzie f dana jest wzorem ������ ma
dok�adnie jeden punkt sta�y� We�my a � x� 	 x� � � i rozwa�my jf�x���f�x��j�
Mamy

jf�x��� f�x��j �
�

n ! �
jxn� � xn� j �

�
n ! �

jx� � x�j � jxn��
� ! xn��

� � x� ! � � � ! xn��
� j 	

	 �
n ! �

jx� � x�j � n �
n

n ! �
jx� � x�j

czyli mamy
jf�x��� f�x��j 	 n

n ! �
jx� � x�j ����
�

zatem � � n
n�� � �� a wi�c na mocy twierdzenia Banacha ���	 odwzorowanie

okre�lone wzorem ������ jest zw��aj�ce czyli � x+ takie� �e x � f�x�� gdzie f�x�
dane jest wzorem �������

Przyk�ad �����
Wyka�emy� �e uk�ad liniowy r�wna� algebraicznych

xi �
aX

j��

aijxj ! bi dla i � �� �� � � � � k ������



��� ���� Ci�gi w przestrzeni metrycznej

ma przy dowolnych bi dok�adnie jedno rozwi�zanie� o ile tylko wyrazy macierzy
A � �aij�k
k s� co do modu�u dostatecznie ma�e� Uk�ad ten mo�emy zapisa�
w postaci r�wnania

x � f�x�

gdzie f  Rk � Rk oznacza funkcj�� kt�ra ka�demy punktowi x �
�x�� x�� � � � � xk� 
 Rk przyporz�dkowuje punkt y � �y�� � � � � yk� 
 Rk � kt�rego
wsp��rz�dne wyra�aj� si� wzorem

yi �
kX

j��

aijxj ! bi� i � �� � � � � k

oznaczaj�c M � maxfjaij j i� j � �� � � � � kg y � f�x�� y� � f�x�� mamy

jyi � y�ij 	
kX

j��

jaij j�xj � x�j� 	M

kX
j��

jxj � x�j j

zatem na mocy nier�wno�ci Schwartza �patrz ������ mamy

jyi � y�ij 	M
p
kkx� x�k

St�d

ky � y�k �

"
kX
i��

�yi � y�i�
�

# �
�

	Mkkx� x�k

zatem je�li � � kM � � to na mocy twierdzenia ���	 �zastosowanego do prze�
strzeni X � Rk � rozwa�any uk�ad r�wna� liniowych ma dok�adnie jedno rozwi��
zanie�

De�nicja �����
�� Przestrze� metryczn� �X� �� nazywamy zwart� �sekwencyjnie� ci�gowo��

gdy

��xn� � X ��xnk� � �xn�  limxnk � x 
 X

�tzn� gdy z ka�dego ci�gu mo�na wybra� podci�g zbie�ny�
�� Zbi�r A � X nazywamy zwartym� gdy jako przestrze� metryczna z metryk�

indukowan� z X jest przestrzeni� zwart��

Przyk�ad �����
Odcinek '�� �( jest zbiorem zwartym�



���� Ci�gi liczbowe ���

Twierdzenie �����
�� Ka�da przestrze� zwarta jest przestrzeni� zupe
n�
�� Zbi�r A � Rn jest zwarty wtedy i tylko wtedy� gdy jest domkni�ty i ogra�

niczony�

Twierdzenie ����� �Twierdzenie Weierstrassa� Funkcja rzeczywista ci�g
a
w �ci�gowo� zwartej przestrzeni metrycznej jest ograniczona i osi�ga swoje kresy�

Przyk�ad �����
W przestrzeni �X� j � j� gdzie X � W zbi�r liczb niewymiernych nie jest zwarty�

Dow�d�
We�my ci�g f�� �� �� 
� � � �g� Ci�g ten nie zawiera w sobie �adnego podci�gu zbie��
nego�

Przyk�ad �����
Sko�czony odcinek 'a� b( osi liczbowej jest zbiorem zwartym

Dow�d�
Niech �xn� b�dzie dowolnym niesko�czonym ci�giem liczbowym takim� �e a 	
xn 	 b� Podzielmy odcinek 'a� b( na po�owy� Co najmniej jedna z nich zawiera
niesko�czon� ilo�� element�w ci�gu �xn�� Wybieramy z niej dowolny element xn�
ci�gu �xn� i podzielimy j� ponownie na po�owy� Z tej po�owy� kt�ra ma niesko��
czon� ilo�� element�w� wybieramy nast�pny element xn� ci�gu �xn� itd� W ten
spos�b wszystkie wyrazy podci�gu �xnk� pocz�wszy od numeru k le�� w prze�
dziale o d�ugo�ci �b � a���k Podci�g ten spe�nia warunek Cauchy�ego i wobec
domkni�to�ci odcinka 'a� b( ma w nim granic�� Dowodzi to zwarto�ci odcinka
'a� b(�

���� Ci�gi liczbowe

De�nicja ����� Odwzorowanie postaci

N � n� an 
 R ������

nazywamy ci�giem liczbowym i oznaczamy symbolem fang lub �an��

De�nicja ����� �Granica ci�gu liczbowego� M�wimy� �e ci�g fang ma granic�
g co zapisujemy

lim
n�� an � g � �� � � �� � ���� �n � � � jan � gj � � ������

Przyk�ad �����
Udowodni� na podstawie de�nicji� �e

lim
n��

n

n ! �
� � ������



��� ���� Ci�gi liczbowe

Dow�d�
Wyst�puj�ca w de�nicji granicy nier�wno�� jan � gj � � przybiera w tym przy�
padku posta� ���� n

n ! �
� �

���� � � ����
�

Nale�y wykaza�� �e dla dowolnej liczby � � � istnieje liczba �� taka �e dla n � ��
zachodzi nier�wno�� jan � gj � �� Mamy ���� n

n ! �
� �

���� �

���� n

n ! �
� n ! �
n ! �

���� �

���� ��
n ! �

���� �
�

n ! �
����	�

zatem 
�

n ! �
� � ������

Rozwi�zuj�c ostatni� nier�wno�� wzgl�dem n otrzymujemy 

n �
�� �

�
������

Teraz mo�emy okre�li� liczb� �� Przyjmujemy � � ���
� i stwierdzamy� �e dla

n � � zachodzi nier�wno�� ���� n

n ! �
� �

���� � � ������

De�nicja ���
� M�wimy� �e ci�g fang ma granic� niew�a�ciw� �� �jest roz�
bie�ny do ���� gdy

�� �M � � �n� �n � n� an � M co oznaczamy symbolem limn�� an � !�
�� �m � � �n� �n � n� an � m co oznaczamy symbolem limn�� an � ��

Prawdziwe jest nast�puj�ce twierdzenie�

Twierdzenie �����
�� Je�eli fang � R i limn�� an � a 
 R� to ci�g fang jest ograniczony�
�� Je�eli fang � R jest ograniczony� to istnieje podci�g fankg ci�gu fang� taki

�e fankg jest zbie�ny�

Dow�d�
�� Poniewa� � limn�� an � a� dla � � � � n� �n � n� a� � � an � a ! ��

Oznaczamy
m � minfa� �� a�� � � � � an� (
M � maxfa ! �� a�� � � � � an� (

W�wczas mamy 
�n 
 N m 	 an 	M



���� Ci�gi liczbowe ���

Uwaga ���� Ci�g ograniczony nie musi by� zbie�ny�

Przyk�ad �����
Ci�g f����ng jest ograniczony ale nie jest zbie�ny� Mamy �patrz rys� ����

an � ����n dla n � �k a�k � �����k � �
dla n � �k ! � a�k�� � �����k�� � ��

Rys� ���

De�nicja ����� Ci�g fang � R nazywamy
�� rosn�cym ��ci�le rosn�cym�� gdy dla � n 
 N� an�� � an
�� niemalej�cym� gdy dla � n 
 N an�� � an

� malej�cym ��ci�le malej�cym�� gdy � n 
 N an�� � an
	� nierosn�cym� gdy � n 
 N an�� 	 an

Ciagi niemalej�jce i nierosn�ce nazywamy ci�gami monotonicznymi� Ci�gi
rosn�ce i malej�ce nazywamy ci�gami �ci�le monotonicznymi� Mamy nast�pujc�ce
twierdzenie�

Twierdzenie ����� Je�eli fang � R jest ci�giem monotonicznym to w�wczas�
�� je�eli ci�g fang jest ci�giem ograniczonym� to � limn�� an 
 R i wtedy

a� limn�� an � supnfang gdy ci�g fang jest ci�giem rosn�cym
b� limn�� an � infnfang gdy ci�g fang jest ci�giem malej�cym

�� je�eli ci�g fang jest nieograniczony to limn�� an � !� lub
limn�� an � ���

Dow�d�
�� Niech np� ci�g fang b�dzie ci�giem rosn�cym� Niech M � supn�Nfang

wtedy dla �� � � � n�� taki� �e M � � � an� �
Poniewa� fang jest ci�giem rosn�cym wi�c dla � n � n� an� � an� Zatem

mamy 

� n � n� M � � � an� � an � M ! �� � n � n� jM � anj � �

tzn limn�� an � M c�n�d�



��� ���� Ci�gi liczbowe

Twierdzenie ����� Je�eli limn�� an � a� limn�� bn � b� to wtedy
�� je�eli a � b� to � n� 
 N � n � n� an � bn
�� je�eli � n � n� an 	 bn� to a 	 b�

Dow�d� Pomijamy�

Twierdzenie ����� �o trzech ci�gach� Niech fang� fbng� fcng � R oraz niech
limn�� an � limn�� cn � g 
 R� je�li

� n � n�� an 	 bn 	 cn� to lim
n�� bn � g� ����
�

De�nicja ����� Niech fang � R� fankg � fang� Je�eli � limk�� ank �w�a�
�ciwa lub niew�a�ciwa�� to t� granic� nazywamy granic� cz��ciow� lub punktem
skupienia ci�gu fang�
Twierdzenie ����� Z ka�dego ci�gu fang � R mo�na wybra	 podci�g fankg
zbie�ny do granicy sko�czonej lub rozbie�ny do ���

Dow�d� Pomijamy�

De�nicja �����
�� Niech ci�g fxng � R� gdzie R jest przestrzeni� metryczn� z naturaln� me�

tryk�� Liczb� x 
 R nazywamy punktem skupienia tego ci�gu� gdy istnieje
podci�g fxnkg � fxng taki� �e limxnk � x�
SymbolemA�xn� oznaczamy zbi�r wszystkich punkt�w skupienia ci�gu �xn�

�� Niech fxng b�dzie ci�giem ograniczonym� wtedy kres g�rny zbioru A�xn�
nazywamy g�rn� granic� ci�gu �xn� i oznaczamy symbolem

lim supxn � supAfxng ������


� Kres dolny zbioru A�xn� nazywamy doln� granic� ci�gu �xn�� co oznaczamy

lim inf xn � inf A�xn� ���
��

Przyk�ad �����
Obliczy� g�rn� i doln� granic� ci�gu xn � ����n

Rozwi�zanie

�� Wyznaczamy A�xn� 

xnk � �����k � �
xnk � �����k�� � ��

Zatem A�xn� � f��� �g�



���� Ci�gi liczbowe ���

Rys� ���

�� Obliczamy granic� g�rn� i doln� 

lim sup����n � supA�xn� � supf��� �g � �
lim inf����n � inf A�xn� � inff��� �g � ��

Odpowied��
lim sup����n � !�� lim inf����n � �� �patrz rys� ����

Przyk�ad �����
Udowodni�� �e w przestrzeni R z metryk� naturaln�

a� lim qn � � dla jqj � �
b� lim n

p
n � ��

Rozwi�zanie

a� Skorzystamy z de�nicji granicy ci�gu

�� � � �N� � � �n 
 N �n � N� � jxn � xj � ��

Aby to wykaza� rozwa�ymy nier�wno��

�xn � qn� x � ��

jqn � �j � jqnj � jqjn � �

czyli

nlog jqj � log �
!

n �
log �

log jqj � N��log jqj � ��

Zatem mamy 

�� � � �N� �
log �

log jqj �n � N
�
n � N � jqn � �j � �

�
c�n�d�



��� ���� Ci�gi liczbowe

b� W tym przypadku mamy xn � n
p
n� x � �� Nale�y zatem dokona� oceny

wyra�enia j npn� �j� Zauwa�my� �e

n � '� ! � n
p
n� ��(n

Stosuj�c do ostatniego wyra�enia wz�r dwumienny Newtona� dostajemy

'� ! n
p
n� �(n � � ! n� n

p
n� �� !

n�n� ��
�

� n
p
n� ��� ! � � � � n

p
n� ��n

Poniewa� n
p
n � � � � dla n � �� zatem mamy 

n� � �
n�n� ��

�
� n
p
n� ���

czyli
�
n
� � n

p
n� ���

St�d

� n
p
n� �� �

r
�
n
� �

Zatem n � �
�� � N� �

Wobec tego mamy 

�� � � � N� �
�
��
�n 
 N �n �

�
��
� j npn� �j � ��

c�n�d�

Twierdzenie ����� Je�eli limn���xn� � x i limn���yn� � y to

�� lim
n��

�xn ! yn� � x ! y

�� lim
n��

�xn � yn� � x� y


� lim
n���xn � yn� � x � y

	� lim
n��

�
xn
yn

�
�

x

y

���
��

o ile yn �� � oraz y �� �

Przyk�ad �����
Wykaza�� �e limn�� n

p
a � � dla a � ��



���� Pewne ci�gi specjalne ���

Rozwi�zanie

�� Niech a � �� to w�wczas � � n

p
a � n

p
n� Stosuj�c twierdzenie o trzech

ci�gach otrzymujemy limn�� n
p
a � �

�� Niech � � a � �� W�wczas mamy 

n
p
a �

�
n

q
�
a

�

czyli

lim
n��

�
n

q
�
a

� � bo
�
a
� �

c�n�d�

De�nicja ����� Niech A oznacza zbi�r wszystkich granic cz��ciowych ci�gu
fang� Wtedy granic� g�rn� i doln� ci�gu fang okre�lamy odpowiednio jako

lim
n��

sup an �

� 
!

!� gdy !� 
 A

supA gdy !� �
 A i A �� �

�� gdy A � f��g

lim
n�� inf an �

� 
!
�� gdy �� 
 A

inf A gdy �� �
 A i A �� �

!� gdy A � f!�g

Uwaga ����
a� Z okre�lenia g�rnej i dolnej granicy ci�gu fang wynika� �e � podci�gi ci�gu
fang zbie�ne do granicy g�rnej i dolnej ci�gu fang�

b� Zbi�r A jest domkni�ty�

Twierdzenie ���
� Niech fang � R wtedy
�� Je�eli a � limn�� sup an� to an � a dla prawie wszystkich� n�
�� Je�eli a � limn�� inf an� to an � a dla prawie wszystkich n�

Twierdzenie ����� Niech fang � R� W�wczas

lim
n�� an � a� lim

n�� inf an � lim
n�� sup an � a ���
��

tzn� A � fag�

Wniosek ��
� Ci�g fang jest rozbie�ny wtedy i tylko wtedy� gdy � podci�gi
fankg� fan�g � fang� takie �e

lim
k��

ank �� lim
l��

anl

� Zwrot �prawie wszystkie� n oznacza wszystkie z wyj�tkiem ich sko�czonej liczby�



��� ���� Pewne ci�gi specjalne

���� Pewne ci�gi specjalne

�� limn�� n
p
n � �

�� Je�eli �n 
 N � � m 	 an 	 M to limn�� n
p
an � �� W szczeg�lno�ci�

gdy � limn�� an � a � � oraz � n 
 N� an � � to limn�� n
p
an � �


�

lim
n��

qn �

�� 
�!

� gdy jqj � �
� gdy q � �

!� gdy q � �
� � gdy q 	 ��

���

�

	� limn��
�
� ! �

n

�n
� e gdzie e � �� ��
�
 � � � � liczba niewymierna zwana

sta�� Eulera�
�� limn��

�
�� �

n

�n
� �

e

�� limn�� an � �� to limn��
�

� ! �
an

�an
� e

Twierdzenie ����� �Warunek Cauchy�ego zbie�no�ci ci�gu liczbowego� Na to�
aby ci�g �xn� � R by
 zbie�ny potrzeba i wystarcza� aby ci�g ten spe
nia
 waru�
nek Cauchy�ego

�� � � �N� � � �n�m 
 N�n � N� �m � N� � jxn � xmj � ��

Dow�d� Pomijamy�

Przyk�ad ���
�
Zbada� zbie�no�� ci�gu

xn � � !
�
��

!
�

�

! � � � ! �
n�

���
	�

Rozwi�zanie

Sprawdzamy� czy zachodzi warunek Cauchy�ego� Dla m � n we�my m � n ! p
i oszacujemy

jxn�p � xnj �

�����
pX

k��

�
�n! k��

����� �
pX

k��

�
�n! k��

�

pX
k��

�
�n ! k��

�

�

pX
k��

�
�n ! k � ���n! k�

�
�
n
� �
n ! p

wi�c jxn�p � xnj � � gdy n� p��
Zatem ci�g jest zbie�ny




